Techniken zur schnelleren Berechnung von

Gomory-Hu-Baumen
- Verfahren und experimentelle Analyse -

vorgelegt von
Sascha Grau
Matr.-Nr. 33690

07. September 2007

Betreuer:
Dr. rer. nat. Michael Brinkmeier

Verantwortlicher Hochschullehrer:
Prof. Dr. rer. nat. habil. Manfred Kunde

Fachgebiet Automaten und Formale Sprachen
Institut fiir Theoretische Informatik
Fakultit Informatik und Automatisierung
Technische Universitdt [lmenau

Inventarisierungsnummer: 2007-09-07,/114/IN01/2241



Inhaltsverzeichnis

1.
2.
3.

Einleitung 2
Problemstellung & Definitionen 3
Bekannte Algorithmen 5
3.1. Der Algorithmus von Gomoryund Hu . . . .. .. .. ... ... ... 5
3.2. Der Algorithmus von Gusfield . . . . . ... ... ... ... ..., 9
3.3. Vergleich und Einschétzung . . . . . .. .. ... .. ... L. 11
Einsatz Maximaler Adjazenzordnungen 12
4.1. Definition, Eigenschaften und Berechnung . . . . .. .. ... ... ... 12
4.2. Ableitung eines maximalen Flusses . . . . . .. ... . ... ... ..., 13
4.3. Einsatz im Algorithmus . . . . .. . ... ... . ... .. .. 14
Die Flusskomponentenzerlegung 15
51. Idee . . . o L 15
5.2. Relaxierte Gomory-Hu-Biume . . . . ... ... ... ... ....... 16
53. Algorithmus . . . . . . .. ..o 16
53.1. Uberblick . ... ... ... ... ... .. ... . ... ... 16
5.3.2. Datenstrukturen . . . . .. ... oo o oo 17
5.3.3. Initialisierung . . . . . . .. ..o oo 19
5.3.4. Phase 1: Superknotenspaltung . . . . .. .. ... ... ... .. 19
5.3.5. Phase 2: Identifikation und Durchfiihrung ausstehender Schnitt-
operationen . . . . . . . ... Lo o 25
5.4. Beispielverlauf . . . . . ... 28
5.5. Ableitung eines Gomory-Hu-Baumes . . . . . . . ... ... ... 32
5.6. Komplexitaten der Teilschritte . . . . .. ... .. ... ... ...... 34
Theoretische Motivation der Flusskomponentenzerlegung 35
6.1. Auffindbarkeit und korrekte Représentation Minimaler Schnitte . . . . . 35
6.1.1. Kreuzungsfreiheit Minimaler Schnitte zwischen Knoten einer Fluss-
komponente zu Vereinigungen anderer Komponenten . . . . . . . 36
6.1.2. Korrektheit fiir Schnitte mit Endknoten in verschiedenen Fluss-
komponenten . . . . ... ..o 40
6.2. Globalitdt Minimaler Schnitte mit kontrahierten Schnittpartnern . . . . 42
6.3. Notwendigkeit weiterer Schnittbetrachtungen nach Phase 1 . . . . . .. 44
6.3.1. Bekannte Eigenschaften der Schnittbeziehungen zwischen den
Knoten eines Kontraktionsgraphen . . . . ... .. .. ... ... 46

6.3.2. Auswahl expliziter Schnittberechnungen in Kontraktionsgraphen 47
6.3.3. Korrekte Umsetzung gewonnener Schnittinformation im zu kon-

struierenden Relaxierten Gomory-Hu-Baum . . . . . . .. .. .. 30

6.4. Gesamtzahl notwendiger Schnittberechnungen . . . . . . .. ... .. .. 54

6.5. Knotenzahl des Relaxierten Gomory-Hu-Baums . . . . . ... ... ... 60



©

m

o N0 ® >

Implementierung

7.1. Uberblick . . .. ... . ...

7.2. Implementierung wichtiger Teilprobleme . . . . . .. ... .. ... ...
7.2.1. Kontraktion / Vollkontraktion . .. ... .............
7.2.2. Implementierung Maximalflussalgorithmus . . . . . . .. ... ..
7.2.3. Einsatzvorgaben fiir Maximale Adjazenzordnungen . . . . . . . .

Experimentelle Ergebnisse

81. Uberblick . . .. ... .. ...

8.2. Graphgeneratoren & Problemauswahl . . ... ... ... ... .....
8.2.1. Goldberg-Generatoren . . . . .. ... ... .. ... ... ...
8.2.2. Eigenimplementierungen . . . . . . ... ... oL oo

8.3. Zielstellungen der vorgestellten Algorithmen . . . . . . . .. . ... ...

84. Ergebmisse . . . . . .. oL
8.4.1. Realleistung der PushRelabel-Implementierung . . . . . . . . ..
8.4.2. Experimente Zufallgraphen . . . . ... ... ... ... ... ..
8.4.3. Experimente Power-Law-Graphen . . . .. ... ... ... ...
8.4.4. Experimente Kreisgraphen . . . . . . .. . ... ... ...
8.4.5. Experimente Doppel-Kreis-Graphen . . . . ... ... ... ...
8.4.6. Experimente Tree-Seeded-Graphen . . . . . . . . ... ... ...
8.4.7. Experimente Cluster-Grid-Graphen . . . . . . . .. .. ... ...

8.5. Abschlieflende Auswertung . . . . . . . .. ..o

Zusammenfassung und Ausblick
Literaturverzeichnis
Abbildungsverzeichnis

Algorithmenverzeichnis

. Thesen

Eidesstattliche Erklarung

61
61
61
61
63
66

68
68
68
68
70
71
72
72
74
80
82
85
88
88
92

93
95
97
99
100
101



1. Einleitung 2

1. Einleitung

Gomory-Hu-Biume sind Datenstrukturen, um die Losung des ALL-PATRS-MINIMUM-
CUT-Problems fiir ungerichtete Graphen zu reprisentieren. Als solche wurden sie 1961,
zusammen mit einem wegweisenden Algorithmus fiir ihre Berechnung, von Ralph E.
Gomory und T. C. Hu eingefithrt ([GH61]).

Sie enthalten eine kompakte Darstellung der Zusammenhangsverhéltnisse eines Gra-
phen und finden heute in sehr verschiedenen Doménen ihre Anwendung. Dazu zdhlen
das Design digitaler Schaltungen ebenso wie die Clusterung von Daten. Auferdem
ist ihr Einsatz zur Berechnung anderer graphentheoretischer Problemstellungen in-
teressant. So werden sie in verschiedenen Implementierungen zur Approximation des
Traveling Salesman Problems genutzt.

Die Entwicklung neuer Algorithmen zur Berechnung von Gomory-Hu-B&umen schritt
in den vergangenen Jahren vergleichsweise langsam voran. Der iiberwiegende Grofsteil
der bekannten Verfahren beruht auf Heuristiken und Modifikationen des urspriingli-
chen Gomory-Hu-Algorithmus. Eine grundlegende Abweichung von diesem zeigte sich
1990 im Algorithmus von Gusfield ([Gus90]). Auferdem stellte [BHPTO7] fir unge-
wichtete Eingabegraphen einen Algorithmus auf Basis von Tree Packing vor.

Wird das Problem auf gewichteten Graphen mit n Knoten betrachtet, so greifen
bisher prinzipiell alle bekannten Algorithmen auf (n — 1) Maximalflussberechnungen
zwischen bestimmten Knotenpaaren zuriick. Diese dominieren im Wesentlichen die fiir
die Berechnung benétigte Zeit.

Im Rahmen dieser Arbeit sollen zunéchst die Einsatzmoglichkeiten Maximaler Ad-
jazenzordnungen untersucht werden, um die aufwindigen ersten Maximalflussberech-
nungen zu ersetzen.

Des Weiteren wird mit der Flusskomponentenzerlegung eine neue Technik ausge-
arbeitet und analysiert, um die notwendigen Maximalen Fliisse auf moglichst stark
verkleinerten Versionen des Eingabegraphen bestimmen zu kdnnen und deren Laufzeit
somit, zu verkiirzen. Durch Wiederverwendung des aus bereits getétigten Flussberech-
nungen gewonnenen Wissens kann sie ebenso Berechnungen véllig einsparen.

Die eingefiihrten Verfahren wurden implementiert und ihre Eigenschaften auf be-
kannten Graphenklassen mit denen des Gomory-Hu-Algorithmus verglichen. Die ge-
wonnenen Ergebnisse werden vorgestellt und erldutert.
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2. Problemstellung & Definitionen

Um eine Grundlage fiir die folgenden Kapitel zu schaffen, sollen nun zuerst essentielle
Begriffe definiert und danach die bei der Berechnung eines Gomory-Hu-Baumes zu
16sende Problemstellung eingefiihrt werden.

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit der Knotenmenge V und
der Kantenmenge E. Zusétzlich sei mit wg : E — R7T eine Kantengewichtsfunktion
definiert.

Jede Bipartition von Vin P C V und P :=V \ P mit s € P und t € P ist ein s-t-
Schnitt. P und P heifien Schnittmengen und C(P) = {e = {u,v}|e € E;u € P;v € P}
ist die Menge der geschnittenen Kanten oder auch der Schnittverlauf. Ein s-t-Schnitt
{P, P} ist bereits durch eine seiner Schnittmengen eindeutig bestimmt, weshalb die
Bezeichnung P ausreichend ist.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird vor allem die Kreuzung von Schnittverldufen
immer wieder einer Rolle spielen:

Definition 2.1 Schnittkreuzung
Ein Schnitt P bzw. dessen Schnittverlauf kreuzt eine Knotenmenge X, falls dieser
zwel Knoten z,y € X trennt, also 2 € P und y ¢ P gilt.

Ein Schnitt P bzw. dessen Schnittverlauf kreuzt einen anderen Schnitt @,
falls er beide Schnittmengen @ und @ kreuzt, d.h. keine der Mengen PN Q, PN Q,
PNQ und PN AQ leer ist.

Die Funktion cg : P(V) — R* mit cg(P) = >ecc(p) Wa(e) bestimmt die Kosten

des Schnittes. Da cq(P) = cg(P) gilt, gehort sie zu den symmetrischen Mengenfunk-
tionen.

Definition 2.2 Minimaler s-t-Schnitt

Ein s-t-Schnitt {P, P} ist genau dann minimal, wenn in G kein s-t-Schnitt {Q, Q}
mit cq(Q) < cg(P) existiert. Er ist damit fiir sein Knotenpaar nicht zwangsweise
eindeutig.

Als Sonderform eines Minimalschnittverlaufs, sei weiterhin der Blattschnitt definiert:
Definition 2.3 Blattschnitt

Ein Blattschnitt fiir den Knoten v € V ist ein Minimaler Schnitt zwischen v und
einem weiteren Knoten z € V, mit den Schnittmengen {v} und (V' \ {v}).

Fiir einen per Blattschnitt getrennten Knoten v € V existiert ein Gomory-Hu-Baum
des entsprechenden Graphen in dem v als Blatt auftritt.
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Mit diesem Grundgeriist, ldsst sich nun das wihrend der Berechnung eines Gomory-
Hu-Baums eigentlich zu 16sende Problem einfiihren.

Definition 2.4 ALL-PAIRS-MINIMUM-CUT
Die Feststellung von Wert und Verlauf eines Minimalen Schnittes fiir jedes Knoten-
paar des Graphen G bildet das ALL-PAIRS-MINIMUM-CUT Problem.

Zur Reprisentation der Ergebnisse des ALL-PATRS-MINIMUM-CUT Problems fiihr-
ten Gomory und Hu in ihrer Verdffentlichung [GH61] die Struktur des Gomory-Hu-
Baums ein:

Definition 2.5 Gomory-Hu-Baum

Der Baum 7' = (V, A) mit der Kantengewichtsfunktion wr : A — R ist genau dann
ein Gomory-Hu-Baum oder auch Schnittbaum flir den gewichteten, ungerichteten
Graphen G = (V, E), wenn er folgende Bedingungen erfiillt:

1. Ya € A : Sind T} und T5 die Knotenmengen der durch Léschung von a aus T
entstehenden Teilbdume, so gilt wr(a) := cq(Th).

2. Die minimal gewichtete Kante auf jedem Pfad zwischen zwei Knoten s,t € V
in 7', ist mit dem Minimalen s-t-Schnittwert in G gewertet.

Ein Gomory-Hu-Baum verfiigt offensichtlich iiber nur n = |V| Knoten und damit
n — 1 Kanten. Es handelt sich nicht um einen Teilgraphen von G, da auch nicht
adjazente Knoten aus G in T benachbart sein kénnen.

Wie die in den Abschnitten 3 und 5.3 vorgestellten Algorithmen zeigen, ist der
Gomory-Hu-Baum zu einem Graphen G, und damit das ALL-PAIRS-MINIMUM-CUT
Problem, in polynomieller Zeit berechenbar.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, neue Methoden einzufiithren, deren Nutzung es erlaubt,
die von den bisher etablierten Algorithmen erreichten Laufzeiten nochmals abzusenken.

(b) Gomory-Hu-Baum fiir G

Abbildung 1: Beispiel Gomory-Hu-Baum
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3. Bekannte Algorithmen

3.1. Der Algorithmus von Gomory und Hu

Mit ihrer Verdffentlichung [GH61] fithrten Gomory und Hu bereits 1961 Ideen und Da-
tenstrukturen ein, welche bis heute die Betrachtung des ALL-PATRS-MINIMUM-CUT
Problems bestimmen. Sie ersetzten die bis dahin vorherrschende Matrix-Reprasentation
durch einen Schnittbaum, welcher spater nach beiden Autoren benannt wurde.

Dies gelang durch die Beobachtung, dass es mdglich ist, die (g) Schnittbeziehungen
zwischen Knoten des Graphen G, bereits durch (n — 1) Schnittverldufe zu charak-
terisieren. Insbesondere zeigt sich, dass damit bereits (n — 1) Schnittberechnungen
ausreichend sind, um einen Gomory-Hu-Baum zu berechnen.

Dem Algorithmus liegt folgende Beobachtung zu Grunde:

Lemma 3.1 Gomory und Hu, 1961

Seien X und X die beiden Schnittmengen eines Minimalen s-t-Schnittes mit s € X
und t € X. Existieren weiterhin zwei Knoten a,b € X (alternativ X), so gibt
es mindestens einen Minimalen a-b-Schnitt {Y,Y}, welcher die Schnittmenge X
(alternativ X) nicht kreuzt.

In einem solchen Fall, ist also X (alternativ X) vollstiindig als Teilmenge einer der
beiden Schnittmengen Y und Y vertreten.

|
l®)
N

Abbildung 2: Méglicher Schnittverlauf nach Gomory und Hu. Existenz eines a-b-
Schnittes Y mit Q2 = ) garantiert

Abbildung 2 zeigt einen solchen Schnittverlauf. Die Gesamtknotenmenge ist als Oval
schematisiert, welches durch den s-t-Schnittverlauf senkrecht geteilt wird. Ein Mini-
maler a-b-Schnitt verlduft horizontal, wobei hier beispielhaft s € Y und ¢t € Y fest-
gelegt wurde. Geméfs dem eingefithrten Lemma, muss in einer solchen Situation der
a-b-Schnitt Y existieren, in welchem der Quadrant Q2 keine Knoten enthiilt.
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Erst die garantierte Existenz solcher kreuzungsfreien Schnittverldufe macht eine voll-
standige Zerlegung des Graphen durch (n—1) geschachtelte Schnittverldufe, und damit
die Darstellung in Baumform, erst moglich.

Der Algorithmus von Gomory und Hu nutzt Lemma 3.1 nun einerseits zur Be-
grenzung der Anzahl von ihm eingesetzter Schnittoperationen und zur geschickten
Beschleunigung der von ihm als Teilalgorithmus getétigten Flussberechnungen.

Verlauf

Wihrend der gesamten Berechnung verwaltet der Algorithmus den Baum 7" von Su-
perknoten, welche Teilmengen der Knotenmenge V' von G reprisentieren. Die in diesem
Baum verwalteten Teilmengen sind dabei ohne Uberschneidung und ergeben in ihrer
Gesamtheit zu jedem Zeitpunkt die Menge V. Initial besteht T aus einem einzelnen
Knoten, welcher ganz V' reprasentiert.

Solange der Baum 7" nun noch {iber Superknoten verfiigt, deren Knotenmenge min-
destens zwei Elemente enthélt, wihlt der Algorithmus einen solchen Knoten S aus
und erstellt fiir diesen einen Kontraktionsgraphen. Dabei handelt es sich um eine ver-
einfachte Version des Graphen G, in welcher Knotenmengen, deren Trennung durch
den folgenden Schnitt ausgeschlossen werden kann, zu einem Kontraktionsknoten zu-
sammengefasst worden sind. Der Kontraktionsknoten beerbt die in ihm versammelten
Originalknoten in allen Kantenbeziehungen. Entstehende Eigenschleifen werden aus
dem Kontraktionsgraphen entfernt.

Um die zu kontrahierenden Knotenmengen zu bestimmen, wird der gew#hlte Super-
knoten S als Wurzel des Baums T definiert. Fiir jeden von S abgehenden Teilbaum
werden nun die in dessen Superknoten verwalteten Originalknoten aus G zusammenge-
fasst und kontrahiert. Die mit S assoziierte Knotenteilmenge verbleibt unkontrahiert
im Graphen. Abbildung 3 zeigt den Vorgang beispielhaft.

Aus diesen unkontrahierten Knoten wird nun ein beliebiges Schnittpaar ausgewéhlt
und der Minimale Schnitt zwischen beiden Knoten berechnet. Offensichtlich biparti-
tionieren die entstehenden Schnittmengen die Knotenmenge des Kontraktionsgraphen.

Der Superknoten S in T wird nun aufgespalten und durch die Knoten S; und Ss
ersetzt, auf welche die mit S assoziierte Originalknotenmenge entsprechend der Bipar-
tition aufgeteilt wird. Zwischen S7 und S wird eine neue Kante mit dem festgestellten

(c) Kontraktionsgraph G’y

Abbildung 3: Bildung eines Kontraktionsgraphen G’ fiir den Knoten S des Baums T
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Minimalen Schnittwert eingefiigt. Zuletzt werden die ehemals von S abzweigenden Teil-
bdume von 7' gemif der Zuordnung ihrer Kontraktionsknoten zu S; bzw. So mit den
neuen Reprisentanten verbunden.

Ist der Vorgang abgeschlossen, kann mit dem n#chsten Superknoten mit nicht-
trivialer Knotenmenge fortgefahren werden. Auf diese Weise, verfeinert der Algorith-
mus den Baum 7" zusehends zu einem Gomory-Hu-Baum des Graphen G. Der Verfah-
ren terminiert, sobald jeder Superknoten nur noch einen einzelnen Originalknoten aus
V vertritt. Es bleibt nur noch, die Superknoten durch die vertretenen Knoten selbst
Zu ersetzen.

Motivation der Kontraktion Durch die Baumreprésentation aller bisherigen Schnitte
und die Bildung von Kontraktionsgraphen vor jedem neuen Schnitt, wird zu jeder Zeit
sichergestellt, dass neu gefundene Schnittverldufe die bisherigen nicht kreuzen. Dies
ist zuléssig, da laut Lemma 3.1 weiterhin auch im unkontrahierten Graphen G giiltige,
Minimale Schnittverldufe zwischen den unkontrahierten Knoten im Kontraktionsgra-
phen existieren. Die kontrahierten Knotenmengen stellen jeweils die gegeniiberliegende
Schnittmenge eines vorherig getdtigten Schnittes dar, in dem das aktuelle Schnittpaar
stets in der gleichen Schnittmenge platziert wurde.

Neben der Einschrinkung der auffindbaren Schnittverldufe, dient die Kontraktion
ebenso der Beschleunigung der Minimalschnitt-Algorithmen, da die zu beriicksichti-
gende Knoten- und Kantenzahl in den Kontraktionsgraphen gegeniiber dem Original-
graphen stark abweichen kann (vgl. Abschnitt 8.4).

Komplexitit Das Laufzeitverhalten des Algorithmus von Gomory und Hu ist ent-
scheidend geprigt von der Komplexitéit des eingesetzten Algorithmus fiir gezielte Mini-
male s-t-Schnitte. Aufgrund der Giiltigkeit des Max-Flow-Min-Cut-Theorems, werden
hier iiblicherweise leistungsfihige Maximalflussalgorithmen eingesetzt.

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit erfolgte Implementierung (vgl. Abschnitt 7.2.2)
wurde auf den Preflow-Push-Algorithmus von Goldberg und Tarjan zuriickgegriffen.
Er besitzt in der gewiihlten Variante worst-case Laufzeiten von O(n?), fiir Graphen mit
n Knoten. Die im Durchschnittsfall erreichten Werte liegen noch einmal sehr deutlich
darunter (vgl. Abschnitt 8.4.1).

Die schnellsten dem Autor bekannten Maximalflussalgorithmen besitzen bereits ei-
ne worst-case Abschiitzung von O(nmlogn) bzw. O(min(n3,m?)mlog(n®/m)log(U))
([GRO8]) falls die Kantengewichte auf natiirliche Zahlen im Intervall von [0,U] be-
schrinkt sind und m die Kantenzahl des Graphen darstellt.

In die Laufzeitabschitzung des Gomory-Hu-Algorithmus, gehe die Komplexitét des
Maximalflussalgorithmus mit dem Faktor 9t(n, m) ein.

Durch die fortgesetzte Aufspaltung der Originalknotenmenge V ist die Zahl der
bendtigten Schnittberechnungen natiirlich auf (n — 1) Ausfiihrungen begrenzt, was zu
einer Gesamtkomplexitit von O(ndt(m,n)) fihrt.
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Algorithmus 1: Der Algorithmus von Gomory und Hu

Data: Ungerichteter, gewichteter Graph G = (V, E)
Result: Gomory-Hu-Baum fiir G

// Initialisierung
S := new_supernode ();
S.set .=V,

T = ({S},0);

Queue Q;

Q.enqueue (S);

// Kern-Schleife

while —Q.empty() do

S := Q.dequeue();

G’ := G.contract_nodes_per_subtree_of (T,S);
s:=uv € S.set;

t:=wve Sset \{s};

A= G’'.calculate_min_cut(s, t);

// Superknotenspaltung
S1 := new_supernode(); S;.set := (J;
S5 := new_supernode(); Ss.set := (;
Nimm S7 und S; in Knotenmenge von T' auf;
foreach v € S.set do
if v liegt in G’ in einer Schnittmenge mit s then
| Sp.set.add(v);
else
| S3.set.add(v);

// Baummanipulation
Verbinde S7 und Se mit A-wertiger Kante;
foreach X € neighbors(S) do
x := Kontraktionsknoten in G’ welcher die Knoten aus X .set beinhaltet;

if x liegt in G’ in einer Schnittmenge mit s then
| Ersetze S durch S in T-Kante zu X

else
| Ersetze S durch S in T-Kante zu X;

Losche S aus T

// Queue-Pflege

if |Si.set|>1then Q.enqueue(S)) ;
| if |S3.set | > 1 then Q.enqueue(Ss) ;
return( T);
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3.2. Der Algorithmus von Gusfield

Nach der Einfiihrung des Gomory-Hu-Algorithmus 1961 vergingen 29 Jahre, bis von
Daniel M. Gusfield ein neuer konkurenzfihiger Algorithmus fiir das ALL-PAIRS-
MINIMUM-CUT-Problem vorgestellt wurde ([Gus90]). Dessen Entwicklung war mo-
tiviert von der ausgiebigen Nutzung von Knotenkontraktionen durch den Algorithmus
von Gomory und Hu.

Dort besitzen sie eine zentrale Rolle in der Verhinderung sich kreuzender Schnit-
te und tragen ebenfalls zur Geschwindigkeit der eingesetzten Schnittalgorithmen bei.
Die Graphkontraktion ist jedoch schwierig zu implementieren und verbraucht sowohl
zusétzliche Speicher- als auch Rechenresourcen.

Als Alternative stellt Gusfield einen Algorithmus vor, welcher vollkommen ohne
Kontraktionen auskommt und sdmtliche Schnittberechnungen auf dem Originalgra-
phen durchfiihrt. Er ist duferst kompakt und einfach implementierbar.

Algorithmus 2: Der Algorithmus von Gusfield

Data: Ungerichteter, gewichteter Graph G = (V, E)
Result: Gomory-Hu-Baum fiir G

// Initialisierung
r:=veV;
T:=(V,Er) mit Er = {{z,y, -1}y € V,x # y} ; // Gewichtung —1

// Kern-Schleife
while Je = {s,t,—1} € Er do
if degree(s) =1 then
leaf := s;
center :=t;
else
leaf :=t;
| center :=s;
A = G.calculate_min_cut(s, t);
foreach v €neighbors( center) do
if G.in_same_cut_set( v, leaf) then
| wv.replace_neighbor ( center, leaf) ;

| e:={st,\}; // Gewichtung A
return(7);

Verlauf Auch Gusfields Algorithmus verwaltet einen gewichteten Baumgraphen T,
welcher im weiteren Verlauf die Form des Gomory-Hu-Baums fiir den Eingabegraphen
G = (V, E) annimmt. T ist hier von Beginn an iiber den Knoten der Menge V' defi-
niert. Vor dem Start des Algorithmus wird er sternférmig initialisiert, 0.B.d.A sei also
der Knoten mit der kleinsten ID im Zentrum und alle weiteren Knoten als Blétter
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an diesem positioniert. Die Gewichtsmarken simtlicher Kanten sind zun#chst noch
uninitialisiert.

Wahrend des gesamten Verlaufs gilt die Invariante, dass jede noch nicht gewichtete
Kante einen Blattknoten an einen Zentrumsknoten anbindet.

Solange noch ungewichtete Kanten in 7T existieren, wird nun wiederholt eine solche
gewahlt, und ihre inzidenten Knoten als nichstes Kandidatenpaar fiir eine Minimal-
schnittberechnung auf dem unkontrahierten Graphen G festgelegt. Dabei sei s der
Nicht-Blattknoten und ¢ der Blattknoten des Paares. Steht das Ergebnis fest, ist die
Knotenmenge des Graphen durch die Schnittmengen wiederum bipartitioniert.

Samtliche Knoten, welche in T' zum Nicht-Blattknoten s adjazent sind, jedoch durch
die Schnittberechnung in der gleichen Schnittmenge wie Knoten t positioniert wurden,
verlieren ihre Verbindung zu s und werden stattdessen an ¢ angehangen. Die modifi-
zierten Kanten behalten dabei ein eventuell bereits vorhandenes Gewicht bei.

Als letzter Schritt kann die s-t-Kante in 7' mit dem errechneten Schnittwert versehen
werden und die Iteration beginnt von Neuem.

Der entstehende Schnittbaum Durch den Verzicht auf Kontraktionen und damit die
Einschrinkung mdéglicher Schnittverlaufe in G sind die aus den Schnittberechnungen
resultierenden Verldufe nur in seltenen Féllen kreuzungsfrei.

Die gewéhlte Umformung des Baumes T nach der Schnittoperation fiithrt jedoch
dazu, dass dieser stets giiltige, kreuzungsfreie Schnittverliufe enthilt:

Lemma 3.2 [CH90] Fact 2

Es sind die Knoten ¢ und j mit einer ungewichteten Kante in 7' verbunden, j ein
Blatt und es existiert eine bereits gewichtete Kante zwischen ¢ und k. Weiter seien die
Knoten des auf der k-Seite durch Entfernung der i-k Kante entstehenden Teilbaums
mit K zusammengefasst. Dann existiert ein Minimaler i-j-Schnitt (X,X) in G, bei
welchem K vollstindig in entweder X oder X enthalten ist.

Beweis: [CH90] Jede bereits gewichtete Kante in T reprisentiert einen Minimalen
Schnitt in G. Seien (YY) die Schnittmengen des Minimalen i-k-Schnittes, mit i,j € Y’
und k € Y. Da bekannt ist (sieche Lemma 3.1), dass eine Version von (X,X) existiert,
welche (YY) nicht kreuzt, muss K in diesem Schnitt vollstéindigin X oder X enthalten
sein.

O

Die Verschiebung ganzer Teilbdume aufgrund der Schnittmengenzuteilung ihrer Wur-
zelknoten, ist also korrekt und fiihrt zu den gewiinschten kreuzungsfreien Schnittver-
laufen. Damit wird 7" z7um Gomory-Hu-Baum.

Zu bemerken ist, dass die darin angegebenen Schnittverldufe selten den Verldufen
der eigentlich durchgefiithrten Schnittberechnungen entsprechen.
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Komplexitit Die Laufzeitkomplexitit des Gusfield-Algorithmus entspricht durch die
(n—1)-fache Ausfithrung eines Algorithmus fiir gezielte Minimale s-t-Schnitte, der des
Gomory-Hu-Algorithmus und liegt bei Nutzung eines Maximalflussalgorithmus mit
Komplexitat 9M(n, m) bei O(nM(n,m)).

3.3. Vergleich und Einschitzung

Nach der Vorstellung des Gusfield-Algorithmus, ist dieser insbesondere in [GGPT99]
ausfiihrlich mit dem klassischen Gomory-Hu-Algorithmus verglichen worden. Besonde-
rer Schwerpunkt lag dabei auf den real erzielbaren Laufzeiten einer Implementierung
und der Moglichkeit den Algorithmus um weitere Heuristiken zu erweitern.

Prinzipiell verspricht Gusfields Version Vorteile durch seine bestechende Einfach-
heit und den Wegfall der sonst fiir Kontraktionen anfallenden Arbeit. Der klassische
Algorithmus punktet dagegen mit stark verkleinerten Probleminstanzen fiir die Mi-
nimalschnittalgorithmen, einer freieren Auswahlmdglichkeit der Schnittpartner und
damit mehr Flexibilitit und Ansatzpunkte fiir weitere Heuristiken.

In den resultierenden Laufzeiten zeigt sich, dass die Vorteile der Graphkontraktion
ihre Nachteile aufwiegen und der klassische Algorithmus im Durchschnittsfall stabi-
ler und schneller arbeitet. Zusétzlich lasst sich der Algorithmus iiber verschiedenere
Heuristiken beschleunigen.

Aus diesen Griinden wurde fiir die in Abschnitt 8 vorgestellten Experimente der
Gomory-Hu-Algorithmus als Referenzalgorithmus verwendet.
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4. Einsatz Maximaler Adjazenzordnungen

4.1. Definition, Eigenschaften und Berechnung

Die Technik der Erstellung einer Maximalen Adjazenzordnung basiert auf Grundideen
von Nagamochi und Tbaraki ([NT92a], [NT92b]) und ist in der hier vorgestellten Form
zuerst in [SW97] von Stoer und Wagner eingefiihrt und genauer betrachtet worden. In
der Folgezeit wurde sie von vielen Algorithmen bei der Analyse des Zusammenhangs
von Graphen aufgegriffen. Spéter entstanden als Abwandlung die Laxen Adjazenz-
ordnungen, welche erfolgreich im Minimalschnitt-Algorithmus nach [Bri05] eingesetzt
werden.

Um eine Maximale Adjazenzordnung zu definieren, sei zunéchst auf Basis der Kan-
tengewichtungsfunktion w des Graphen G die Adjazenz d(X,v) eingefiihrt:

Definition 4.1 Adjazenz eines Knotens zu einer Knotenmenge
Ist G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit Kantengewichtsfunktion w, so ist die
Adjazenz eines Knotens v zu einer Knotenmenge X C V definiert als:

d(X,v) = Z w({v,z})

zeX {v,z}EE

Damit ergibt sich bereits die Maximale Adjazenzordnung:

Definition 4.2 Maximale Adjazenzordnung

Eine Mazimale Adjazenzordnung iiber einem Graphen G = (V, E) mit Knotenmen-
ge V.= {vy, - ,v,} ist eine Knotenordnung V,, = (v,---,v,) mit beliebigem
Startknoten vy € V, in der fiir jeden Knoten v; mit ¢ > 1 und die Teilordnungen
Vi = (v1,--+ ,v;) mit j < n gilt:

v; = argmax d(V;_1,x)
z€V\Vi_1

Uber den Elementen einer solchen Ordnung kénnen nun interessante Eigenschaften
nachgewiesen werden. Die im Folgenden mit Abstand wichtigste ist dabei der garan-
tierte Minimale Blattschnitt zwischen v,, und v,,_1.

Lemma 4.1 Stoer und Wagner, 1997
Ist Vi, = (v1,--+ ,Upn—1,v,) eine Maximale Adjazenzordnung fiir den Graphen G,
so existiert in G ein Minimaler v,,_1-v,-Schnitt mit den Schnittmengen {v,} und

VA {vn }.

Offensichtlich liegt der brisante Punkt wéhrend der Berechnung einer Adjazenzord-
nung in der Bestimmung des als néchsten auszuwéhlenden, hochstadjazenten Knotens.
Effizient 14sst sich dies mit einer Max-Heap-Datenstruktur implementieren. Hierzu wer-
den wahrend der Algorithmusinitialisierung sédmtliche Knoten aufer des Startknotens
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mit einem Adjazenzwert von Null in den Heap eingefiigt und folgend fiir jede zum
Startknoten inzidente Kante, der Heap-Schliissel des Kantennachbarn um das Kanten-
gewicht erhoht. Zuletzt wird der Startknoten als besucht markiert.

Solange nun noch nicht alle Knoten des Graphen besucht worden sind, ist der n#chste
héchstadjazente Knoten durch das maximale Heap-Element bestimmt. Der Knoten
wird entnommen, als besucht markiert und die Heap-Schliissel all seiner unbesuchten
Nachbarn wiederum um den sie anbindenden Kantenwert erhéht.

Dieses Vorgehen fiihrt auf dem Heap zu (n—1) insert sowie extractMax Operatio-
nen und m increaseKey Aufrufen. Wird fiir die Heap-Implementierung ein Fibonacci-
Heap verwendet, so resultiert eine Gesamtlaufzeit von O(nlog(n) + m).

Algorithmus 3: Bildung einer Maximalen Adjazenzordnung (abstrakt)

Data: Ungerichteter, gewichteter Graph G = (V, E), Startknoten x
Result: Maximale Adjazenzordnung order
X =0
while X #V do
v = argmax, ey x d(X, z);
X =XU{vk
order [| X] := v;
return(order);

Diese Laufzeitabschitzung liegt deutlich unter den fiir die besten s-t-Maximalfluss-
algorithmen im worst-case etablierten O(nmlog(n)).

Sollen Maximale Adjazenzordnungen fiir die Bestimmung mdglichst vieler Minimaler
s-t-Schnitte in einem Graphen verwendet werden, so erweist sich als schwierig, dass auf
die Schnittpartner des je Ordnungserstellung festgestellten Minimalen Schnitts dufierst
wenig Einfluss genommen werden kann. Das einzige verflighare Steuerungsinstrument
liegt im verwendeten Startknoten. Im schlechtesten Fall, kann jedoch auch das Durch-
probieren sdmtlicher Knoten des Graphen als Startknoten zu genau zwei festgestellten
Minimalschnitten fiihren.

Die Ordnung zeigt sich dabei sensibel fiir einzelne Knoten welche in ihrer Adjazenz
zum Restgraphen stark nach unten abweichen. Zusé&tzlich spielt die Gradverteilung und
damit das Layout des Graphen eine grofse Rolle, was sich auch in den in Abschnitt 8
gezeigten Experimenten niederschligt.

4.2. Ableitung eines maximalen Flusses

Das direkte Ergebnis der Bildung einer Maximalen Adjazenzordnung ist - neben der
Ordnung selbst - zunéchst nur der Minimale Schnitt zwischen den beiden letzten Kno-
ten v,_1 und v,. Wie Arikati und Mehlhorn in [AM99] zeigen, ist es mit einem Zu-
satzaufwand von O(m), jedoch ebenso leicht moglich, einen entsprechenden Maximalen
Up—1-Un-Fluss in G abzuleiten.

Der Algorithmus profitiert, unter anderem, davon, dass mit dem Blattschitt von v,,
bereits eine vollstindige Schnittmenge und so auch der Minimale Schnittwert bzw.
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Maximale Flusswert A bekannt ist. Wahrend der Berechnung schiebt der Algorithmus
negativen Fluss im Wert von A aus v, und positiven Fluss aus v,_; schrittweise in
Richtung niedriger eingeordneter Knoten. Dabei treffen die entstehenden Flusspfade
zusehends aufeinander und neutralisieren sich schlieklich. Das Ergebnis ist ein korrekter
Maximaler v,,_1-v,-Fluss in G.

Algorithmus 4: Maximaler Fluss aus Maximaler Adjazenzordnung

Data: Graph G = (V, E), Maximale Adjazenzordnung order
Result: Ein Maximaler v,,_1-v,-Fluss in G

A= cg({vn});
Schiebe Flusswert —\ heraus aus v,;
open := X\ —w({v,_1,vn}) ; /% {vp_1,0n} € E = w{vn-1,un}) =0 */
Schiebe Flusswert open aus v,_1 zu Knoten {vy,--- ,v,_2},
beginnend mit hoch eingeordneten Knoten;

1:=n—2;
while open # 0 do

v; :=order [i];

6 :=inflow(v;) - outflow(v;) ; /* Kann negativ werden. */

Schiebe §-Fluss aus v; zu Knoten {vy,--- ,v;_1},

beginnend mit Knoten hoher Ordnung;

open := open — min(inflow (v;),outflow(v;));

1:=1—1;
return()

Wahrend der wiederholten Flussverschiebungen garantiert die Maximale Adjazen-
zordnung, dass das summierte Gewicht der Kanten eines Knotens v; zu den Kno-
ten {vy,---,v;_1} grundsitzlich ausreicht um den Uberschuss des von den Knoten
{vix1,- - ,v,} erhaltenen Flusses weiterzuleiten.

4.3. Einsatz im Algorithmus

Der Einsatz Maximaler Adjazenzordnungen, wurde, neben weiteren Heuristiken, be-
reits in [THS99] fiir die Berechnung von Gomory-Hu-Biumen vorgeschlagen. Dort
wurde jedoch nur ihre generelle Eignung als Ersatz zur Anwendung eines Maximal-
flussalgorithmus untersucht und aufgrund der fehlenden Steuerbarkeit des Ordnungs-
ergebnisses schliefilich verworfen.

Im Gegensatz dazu, sollen Maximale Adjazenzordnung hier den Maximalflussalgo-
rithmus nicht komplett ersetzen, sondern nur in erfolgsversprechenden Fillen als preis-
wertes Orakel zur Anwendung kommen. Liefert dies kein flir den Algorithmus neues
Ergebnis, wird dennoch auf den Flussalgorithmus zuriickgegriffen. Auf die in der Im-
plementierung verwendete Dosierung ihres Einsatzes, geht Abschnitt 7.2.3 gesondert
ein.
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Abbildung 4: Mehrfachsplit durch Zerlegung eines Maximalen s-t-Flusses

5. Die Flusskomponentenzerlegung

5.1. ldee

Als weiterer Ansatz zur Beschleunigung der Berechnung von Gomory-Hu-Biumen,
soll die Flusskomponentenzerlegung eingefiihrt werden. Sie basiert auf der einfachen
Feststellung, dass die im Zuge der Berechnung gebildeten Maximalen Fliisse, nicht nur
einen Minimalen Schnitt reprisentieren, sondern dass durch einen Maximalen s-t-Fluss
sdmtliche Minimalen s-t-Schnitte in G aufzahlbar sind ([PQ80]).

Wird aus diesen eine maximale Anzahl von k > 1 zueinander kreuzungsfreiher Mini-
maler s-t-Schnittverldufe ausgewéhlt, so zerlegen diese die Knotenmenge V in (k4 1)
Differenzmengen, anstatt der bisher konstanten Bipartition. Wie in Abschnitt 6.1 aus-
fiihrlich gezeigt wird, lassen sich diese Differenzmengen dhnlich den klassischen Schnitt-
mengen von Gomory und Hu verwenden und garantieren die Existenz global giiltiger
Minimalschnitte in auf ihrer Basis kontrahierten Versionen des Originalgraphen G.

Der Einsatz dieser Technik verspricht ein ziigigeres Absinken der Knotenzahl eines
durchschnittlichen Kontraktionsgraphen und damit eine Beschleunigung aller folgen-
den Berechnungen auf diesem. Die Flusskomponentenzerlegung bedingt eine zusétzli-
che Buchhaltung iiber die Ergebnisse der durchgefiihrten Flussoperationen. Mit ihrer
Hilfe ist jedoch auch die génzliche Einsparung von Flussberechnungen moglich. So
kann im FEinzelfall die {irspriinglich feste Zahl von (n — 1) Maximalflussberechnungen
beinahe halbiert werden.

Die vorgestellte Technik hat weiterhin Potential Graphkontraktionen einzusparen
und l&sst sich positiv mit dem in Abschnitt 4 vorgeschlagenen Einsatz Maximaler
Adjazenzordnungen kombinieren.
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5.2. Relaxierte Gomory-Hu-B3dume

Um die Idee der Flusskomponentenzerlegung in einem Algorithmus umzusetzen, muss
zunichst das Konzept des Gomory-Hu-Baums verallgemeinert werden:

Definition 5.1 Relazxierter Gomory-Hu-Baum

Der Baum T = (V U Z, A) mit der Kantengewichtsfunktion wr : A — R™T ist genau
dann ein Relazierter Gomory-Hu-Baum fiir den gewichteten, ungerichteten Graphen
G = (V, E), wenn er folgende Bedingungen erfiillt:

1. Va € A : Sind T} und T5 die Knotenmengen, der durch Léschung von a aus T'
entstehenden Teilbdume, so gilt wr(a) := ca(T1 NV).

2. Die minimal gewichtete Kante auf jedem Pfad zwischen zwei Knoten s,t € V
in 7', ist mit dem Minimalen s-t-Schnittwert in G gewertet.

Ahnlich einem Gomory-Hu-Baum, herrscht also auch im Relaxierten Gomory-Hu-
Baum Flussidquivalenz zu G und fiir jedes Knotenpaar s,t € V sind sowohl Wert als
auch Verlauf eines Minimalen s-t-Schnittes in G iiber die niedrigwertigste Kante des
s-t-Pfades im T ermittelbar.

Ein Relaxierter Gomory-Hu-Baum kann, wie in Abschnitt 5.5 gezeigt wird, mit ei-
nem maximalen Zeitaufwand von O(n?) in einen Gomory-Hu-Baum {iberfiihrt werden.

5.3. Algorithmus
5.3.1. Uberblick

Wie das klassische Gomory-Hu-Schema folgt der vorgeschlagene Algorithmus dem
Divide & Conquer-Funktionsprinzip. Iterativ wird die Knotenmenge des Originalgra-
phen V in immer feinere Teilmengen zerlegt, zwischen deren Elementen in G giiltige
Maximale Fliisse auf einem kontrahierten Graphen berechnet werden kénnen, in wel-
chem die restlichen Teilmengen in Kontrationsknoten zusammengefasst sind.

Zu diesem Zweck verwaltet auch der vorgeschlagene Algorithmus die einzelnen Teil-
mengen von V in einem Baum 7', welcher mit zunehmendem Fortschreiten der Berech-
nungen die Gestalt eines Relaxierten Gomory-Hu-Baums annimmt (abgesehen von der
Tatsache, dass die Knoten aus V nicht direkt in diesem vorkommen, sondern am Ende
fiir jedes v € V genau ein Baumknoten existiert, mit welchem die Knotenmenge {v}
assoziiert ist).

Fiir die Aufteilung der Knotenmenge V' wird hierbei im Anschluss an die Identifi-
kation eines Maximalen s-t-Flusses nicht ldnger eine reine Bipartition auf Basis eines
Minimalen s-t-Schnittes vorgenommen. Stattdessen folgt eine Analyse der durch den
Fluss aufzdhlbaren kreuzungsfreien Minimalschnittverlaufe. Auf ihrer Basis wird die
Knotenmenge anschlieffend in Flusskomponenten zerlegt.

Die durch die Kontraktion erzwungene Kreuzungsfreiheit der gefundenen Schnitt-
verlaufe zu samtlichen vorher getitigten Aufspaltungen (hier aller weiteren im Baum
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T verwalteten Teilmengen von V') gewahrleistet fortlaufend, dass die durch einen Ma-
ximalen Fluss erzielten Ergebnisse stets durch rein lokale Anderungen in den sich
entwickelnden Baum integriert werden konnen.

Eine deutliche Abweichung vom Gomory-Hu-Algorithmus muss vorgenommen wer-
den, sobald die Kardinalitit aller verwalteten Knotenteilmengen auf Eins gesunken ist.
Im Gegensatz zum klassischen Algorithmus, kann dies hier bereits eintreten, bevor alle
zur korrekten Erfassung der Schnittverhdltnisse in G notwendigen Maximalflussopera-
tionen ausgefiihrt worden sind (siehe Abschnitt 6.3).

Um dieses Problem zu behandeln, erhélt der Algorithmus mit dem Blattschnittbe-
ziehungsgraphen L eine weitere Buchfiihrungskomponente, in der die bisher bereits
durchgefithrten Schnittoperationen festgehalten und noch notwendige Operationen
identifizierbar sind.

Der resultierende Algorithmus lisst sich somit in zwei Phasen gliedern:

Phase 1 verlduft &hnlich dem Gomory-Hu-Algorithmus, bildet fiir die Knoten des ver-
walteten Baums T entsprechende Kontraktionsgraphen, berechnet dort mittels Fluss-
komponentenzerlegungen Partitionen der Originalknotenmenge V' von G und spaltet
den betrachteten Superknoten des Baumes T zu einer Kette von Superknoten auf.
In dieser Phase wird der Blattschnittbeziehungsgraph L ausschlieflich gepflegt, muss
jedoch noch nicht zur Identifikation geeigneter Schnittpartner eingesetzt werden, da
sich diese aus den unkontrahierten Knoten jedes Kontraktionsgraphen direkt ergeben.

Phase 2 beginnt sobald alle in T verwalteten Knotenmengen eine Kardinalitdt von
Eins erreicht haben. Nun werden mit Hilfe der im Graphen L gespeicherten Schnittin-
formationen, die zur Bildung eines vollsténdigen Relaxierten Gomory-Hu-Baums noch
ausstehenden Schnittberechnungen bestimmt und auf stark kontrahierten Versionen
des Graphen G durchgefiihrt.

5.3.2. Datenstrukturen

Die im Algorithmus verwendeten Datenstrukturen lassen sich wie folgt zusammenfas-
sen.

Der Graph G Durch den Aufrufer gegeben, ist der mit nicht-negativen Kantengewich-
ten versehene, ungerichtete Graph G = (V, E), dessen Relaxierter Gomory-Hu-Baum
zu berechnen ist.

Der Baum 7' Als Prototypen hierfiir, verwaltet der Algorithmus den gewichteten,
ungerichteten Baum 7', dessen Knoten sich in Superknoten und Leere Knoten kate-
gorisieren lassen. Erstere korrespondieren zu disjunkten, nicht-leeren Teilmengen der
Knotenmenge V', deren Vereinigung jederzeit wieder V ergibt. Mit Leeren Knoten
sind dagegen nur leere Mengen assoziiert. Durch fortgesetzte Teilung von Superknoten
und lokale Verfeinerung, wird aus diesem Baum im weiteren Verlauf der Relaxierte
Gomory-Hu-Baum zu G.
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Abbildung 5: Aufbau und Informationsgehalt des Blattschnittbeziehungsgraphen L.
Bekannte minimale [a]-[¢, d]-Schnitte in Gy der Form {[a]} und {[e, d]}.

Auftragsqueue () Des Weiteren existiert eine Auftragsqueue @, deren Elemente auf
Knoten des Baumes T verweisen. Sie dient der Identifikation des als néchstes zu bear-
beitenden Kontraktionsgraphen G'.

Die Kontraktionsgraphen G’ Ein solcher entsteht, indem ein vorgegebener Knoten
als Wurzel des Baums T definiert wird. Die Knotenmengen aller in davon abgehenden
Teilbdumen enthaltenen Superknoten, werden je Teilbaum verschmolzen, und die in
ihnen enthaltenen Originalknoten aus G jeweils zu einem Kontraktionsknoten zusam-
mengefasst.

Dieser erbt die Position der in ihm kontrahierten Knoten in sdmtlichen Kanten,
welche die durch ihn reprisentierte Knotenmenge an einem Endpunkt beriihren. Ent-
stehende Eigenschleifen an Kontraktionsknoten werden aus dem Graphen entfernt.

Der Blattschnittbeziechungsgraph L Der Blattschnittbeziehungsgraph bewahrt In-
formationen {iber bereits getitigte Maximalflussberechnungen und die folgenden Zerle-
gungen der Knotenmenge. Damit enthélt er zuséatzlich Wissen iiber sdmtliche in einem
Kontraktionsgraphen bereits bekannten Schnittbeziehungen. Mit seiner Hilfe kdnnen
jederzeit die noch nicht im Baum T festgehaltenen Schnitte identifiziert werden. Zu-
sitzlich ermdoglicht er in bestimmten Situationen (siehe Abschnitt 6.4) die Einsparung
von Schnittoperationen.

Die Knotenmenge des gerichteten Graphen L = (V U A, C), setzt sich aus den
Knoten in V und Kantenknoten A zusammen. Dabei existiert fiir jede Kante des
Baumes T'= (V U Z, A) ein eineindeutiger Kantenknoten in L.

Da L iiber Originalknoten aus G und Kantenknoten definiert ist, die Kontraktiongra-
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phen jedoch aus Originalknoten und Kontraktionsknoten bestehen, ist eine Abbildung
zwischen beiden notwendig:

Wird der Kontraktionsgraph G’ fiir einen T-Knoten S erzeugt, so leitet jede der
zu S in T inzidenten Kanten einen der kontrahierten Teilbdume ein. Deren Kanten-
knoten in L lassen sich eineindeutig den aus den jeweiligen Teilbdumen entstehenden
Kontraktionsknoten in G’y zuordnen.

Fiir die Auswertung der bekannten Schnittbeziehungen in G’ ist also ausschliefslich
der Teilgraph von L interessant, welcher von der mit S assoziierten Teilmenge von
V und den Kantenknoten der zu S inzidenten Kanten induziert wird. Nur fiir diese
Knoten sind Vetreter im Kontraktionsgraphen zu S vorhanden.

Informationsgehalt von L-Kanten Fiir jede Kante dieses L-Teilgraphen exis-
tiert in G’ ein bekannter und bereits in T’ représentierter Minimaler Schnitt. Die
L-Kanten beginnen dabei grundsétzlich in Kantenknoten und kénnen sowohl auf Kan-
tenknoten als auch auf Knoten aus V' verweisen.

Seien e; und e5 zwei zu S inzidente T-Kanten, welche durch die Kontraktionsknoten
[e1] und [es] in G’ vertreten sind und der Knoten b € V Element der mit S assoziierten
Knotenmenge (siehe Situation in Abbildung 5). Existiert nun in L eine Kante e; — b,
so stellt {[e1]} in G einen bekannten Minimalen Schnitt zwischen [e;] und b dar.
Entsprechend folgert aus der Existenz einer L-Kante e; — e ein Minimaler Schnitt
der Form {[e;]} zwischen [e;] und [es] in GY.

Prinzipiell ist sichergestellt, dass fiir jeden Kontraktionsknoten eines Kontraktions-
graphen G’ mindestens ein Minimaler Schnitt (in Form seines Blattschnitts) zu einem
weiteren Knoten in G’ bekannt ist (Details siche Lemma 6.7).

Waihrend des gesamten Algorithmusverlaufs werden alle genutzten Minimalen Schnitte
in L festgehalten und diese Reprisentation immer wieder aktualisiert, so dass die
bekannten Schnitte jeweils auf die aktuell fiir die Knoten des sich verdindernden Baums
T bildbaren Kontraktionsgraphen iibertragbar bleiben.

5.3.3. Initialisierung

Zu Beginn des Algorithmus besteht 7' aus einem einzelnen Blatt, dem Superknoten
der Knotenmenge V. Um dessen Bearbeitung anzustofien, enthilt () als einziges Ele-
ment einen Verweis auf diesen Superknoten. Der Graph L enthilt zu Beginn exakt die
Knoten v € V und ist kantenlos.

5.3.4. Phase 1: Superknotenspaltung

Diese Phase dauert an, solange die Auftragsqueue gefiillt ist. Dies trifft zu, falls noch
mindestens ein Superknoten in T existiert, dessen assoziierte Knotenmenge eine Kar-
dinalitit grofser Eins besitzt.

Erstellung des Kontraktionsgraphen Am Beginn jeder neuen Iteration, wird der
Queue ein Superknoten S entnommen und, wie bereits in Abschnitt 5.3.2 beschrieben,
der entsprechende Kontraktionsgraph G’ fiir ihn gebildet.
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Algorithmus 5: Algorithmus mit Flusskomponentenzerlegung

Data: Ungerichteter, gewichteter Graph G = (V, E)
Result: Gomory-Hu-Baum fiir G

// Initialisierung
S := new_supernode(); S.set :=V;

T := ({5}, 0);
L= (V,0);
Queue Q;

if |[V]| > 1 then Q.enqueue(S);

// Phase 1

while —Q.empty() do

S := @.dequeue();

G’ := G.contract_nodes_per_subtree_of (T,S5);

Berechne giiltigen s-t-Maximalfluss auf G’; // PushRelabel oder MAD
Berechne Flusskomponenten {C,--- ,Cj} aus Residualgraph von G’;
// Pflege T

Spalte S zu {Sy, -, Sk} gemifhs {C1,---,Ck};

Verkette {S1,- - , Sk} mit Flusswert tragenden Kanten {eq, - ,ex—1};
Adaptierte ehemals zu S inzidente T-Kanten gemal {Cy,- - ,Cy};

// Pflege L

Aufnahme von {ey, - ,ex_1} in Knotenmenge von L;

Erzeuge neue L-Kanten fiir berechnete Flusszerlegung;

Adaptiere L-Kanten mit in 7" nicht linger benachbarten Endpunkten;
foreach S; € {S1,---,Sk} A (|Si.set| > 1) do @Q.enqueue(S;);

// Phase 2
foreach X € Nodes_of(T) A (degree(X) > 1) do ().enqueue(X);
while —Q.empty() do
S := Q.dequeue();
if S-induzierter Teilgraph von L hat keinen Spannbaum then
G’ := G.contract_nodes_per_subtree_of (T, S);
Identifiziere Schnittpartner s,t aus Wurzelknoten des L-Spannwalds;
Berechne Minimalen s-t-Schnitt in G';
// Pflege T (s. Abbildung 9)
Klassifiziere Schnittverlauf und adaptiere T' entsprechend;
// Pflege L (gemif Klassifikation)
if Neue T-Kante e,, erzeugt then
Aufnahme von Kantenknoten e, in L;
L Bildung neuer L-Kanten e,, — s und e,, — t;
Richte L-Kanten mit in T getrennten Endpunkten auf e,;
else Bildung einer L-Kante fiir gefundenen Blattschnitt;
| Fiige S und evtl. entstandenen Leeren T-Knoten in ) ein;

return(RGHTtoGHT(T));
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Maximalflussberechnung In G’ wird im néchsten Schritt ein Maximaler s-t-Fluss
berechnet. Dies kann entweder durch einen expliziten s-t-Maximalfluss-Algorithmus
geschehen, in welchem Fall sowohl Quelle als auch Senke aus der Menge der nicht
kontrahierten Knoten gewéhlt werden. Alternativ ist die Berechnung iiber die Bildung
einer Maximalen Adjazenzordnung und eine anschliefende Flussverfolgung (sieche Ab-
schnitt 4) moglich.

Die zweitgenannte Methode besitzt eine bessere worst-case Laufzeitabschitzung,
gewidhrt jedoch kaum Einfluss auf die Endpunkte des Flusses, so dass sie unter Um-
sténden bereits aus vorherigen Berechnungen bekannte Maximale Fliisse in G’y ein
weiteres Mal identifiziert. In einem solchen Fall schligt die spéter folgende Giiltig-
keitspriifung fehl und die Maximalflussberechnung muss erneut ausgefiihrt werden. Es
ist zu erwarten, dass ihre Anwendung in grofen Graphen und besonders zu Beginn
des Algorithmus dennoch zu Laufzeitvorteilen fithren kann. Diese Hypothese ist in
Experimenten spéter zu Uberpriifen.

Identifikation von Flusskomponenten Mit Hilfe des Residualgraphen des so gefun-
denen Maximalen s-t-Flusses, konnen nun mit einem Verfahren nach [PQ80] samtliche
Minimalen s-t-Schnittverldufe aufgezdhlt werden. Hierfiir werden zunéchst die Star-
ken Zusammenhangskomponenten des Residualgraphen bestimmt und deren Knoten
je Komponente kontrahiert. Die Kantenrichtungen im resultierenden kreisfreien Gra-
phen definieren nun eine Halbordnung R, deren transitive Hiillen die s-t-Schnittmengen
in G’ bilden.

Die kleinste s enthaltende Schnittmenge lasst sich damit leicht als die Vereinigung
der s enthaltenden Zusammenhangskomponente und all ihrer transitiven Nachfolger
in R bestimmen. Gleiches gilt fiir die kleinste ¢ enthaltende Schnittmenge, wobei die
Vorganger der Komponente von ¢ hinzugezadhlt werden.

Anstatt nun siimtliche (unter Umsténden exponential viele) Minimale s-¢-Schnitte in

's aufzuzidhlen, besteht die Zielstellung jedoch in der Identifikation einer maximalen
Zahl zueinander kreuzungsfreier s-¢-Schnittverlaufe.

Sind die zur kleinsten s- und ¢-Schnittmenge gehérenden Komponenten jeweils zu-
sammengezogen worden, ist dies durch die Festlegung einer Totalordnung iiber den
verbliebenen Zusammenhangskomponenten méglich. Eine topologische Sortierung auf
Basis der bestehenden Halbordnung R, wobei fiir die ¢-Komponente die oberste Po-
sition erzwungen wird, resultiert in einer geordneten Folge von Komponenten, in der
jedes Element zusammen mit seinen Vorgdngern unter Vereinigung eine s enthaltende
Schnittmenge (s-Schnittmenge) eines Minimalen s-t-Schnitts in G’y bildet.

Die fiir jedes Element entstehende s-Schnittmenge umschlieft dabei diejenige des
Vorgingerelements vollkommen. Die jeweiligen Schnittverldufe trennen grundsitzlich
entweder nur Knoten der s-Schnittmenge oder der ¢-Schnittmenge aller anderen Ver-
ldufe der Folge und sind somit kreuzungsfrei.

Dies ist eine Folge von Flusskomponenten des Maximalen s-t-Flusses. Ein bei-
spielhafter Ablauf fiir den beschriebenen Prozess ist in Abbildung 6 zu sehen.
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(b) Residualgraph mit Maxi-
malem s-t-Fluss

{s}=<—{Db,c}

{s}—{a}—b,c}{t}

{a}=—-{t}

(c) Halbordnung R (d) Flusskomponentenfolge (e) Entstehende s-Schnittmengen

Abbildung 6: Festlegung einer Flusskomponentenfolge am Beispiel

Giiltigkeit Der Graph in dem diese Flusskomponenten aufgefunden worden sind, be-
steht aus Originalknoten v € V und Kontraktionsknoten. Da die Zielstellung in einer
feineren Zerlegung der mit dem Superknoten S assoziierten Knotenmengen aus V'
besteht, sind nur solche Flusskomponenten interessant, welche mindestens einen un-
kontrahierten Knoten aus V enthalten. Komponenten, welche ausschlieflich Kontrak-
tionsknoten beinhalten, werden mit einer Nachbarkomponente der Folge verschmolzen.

Verbleiben nach diesem Vorgehen noch mindestens zwei Flusskomponenten, so sind
s-t-Fluss und Flusskomponentenzerlegung giltig. Mindestens ein Minimaler s-t-Schnitt
trennt zwei Originalknoten des betrachteten Kontraktionsgraphen G'. In T kann der
Superknoten S, welcher zur Bildung des Kontraktionsgraphen gefiihrt hat, weiter auf-
gespalten werden.

Anderenfalls muss ein Minimaler Schnitt fiir eine alternative Knotenpaarungen ge-
funden werden. Dieser Fall kann jedoch ausschlieflich dann eintreten, falls Kontrakti-
onsknoten als Flussendpunkte dienen, was nur beim Einsatz von Maximalen Adjazen-
zordnungen zur Flussbestimmung unbeabsichtigt geschehen kann.

Superknotenzerlegung in ' In T teilt sich der Superknoten S entsprechend der von
den Flusskomponenten C1, ..., Cy vorgegebenen Partition der mit S assoziierten Teil-
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menge von V auf. Die neu entstehenden Superknoten Sy, ..., S werden in T' geméfs der
Ordnung der Flusskomponentenfolge jeweils mit dem Superknoten ihrer Nachfolger-
komponente verkettet. Die eingefiigten Kanten {eq, - ,e,_1} tragen den Flusswert
A(s, t).

Die ehemals von S abgehenden Teilbdume von T werden, gemif der Aufteilung
der mit ihnen assoziierten Kontraktionsknoten zu Flusskomponenten in G, einem der
neuen Superknoten angefiigt.

Adaption von . Im Graphen L werden zunéchst fir die neu in T eingefiigten Kanten
entsprechende Kantenknoten in die Knotenmenge aufgenommen.

Schnittinformationen fir neue Kantenknoten: Im nichsten Schritt werden
fiir jedes Paar e;_1, e; frisch eingefiigter, zum selben neuen Superknoten S; inzidenter
T-Kanten zwei gegenldufig gerichtete Kanten zwischen deren Kantenknoten in L ein-
gefiigt. Zusétzlich verweist eine neue L-Kante vom Kantenknoten der zu S; inzidenten
T-Kante e; auf den Quellknoten s und eine weitere neue L-Kante vom Kantenknoten
der zu Sj inzidenten T-Kante e;_; auf den Senkenknoten ¢.

. T e e
. .
Abbildung 7: Verbindung neu eingefiigter Kantenknoten in L

Dieses Vorgehen hilt Informationen {iber die gemeinsame Entstehung der neuen 7-
Kanten {ej, - - ,ex_1} und die Endpunkte s und ¢ des zu ihrer Bildung fiihrenden
Flusses fest. Um diese spéter einzusetzen, lasst sich folgende Beobachtung machen:

Jede Kante e; kodiert eine Bipartition der Knotenmenge V entsprechend eines der
ausgewahlten Minimalen s-t-Schnitte. In dem spéter fiir den neu geschaffenen Super-
knoten S; erzeugbaren Kontraktionsgraphen G’y existieren fiir die maximal zwei zu S;
inzidenten neuen T-Kanten e;_; und e; Kontraktionsknoten [ei—1], [ei] welche jeweils
eine dieser Partitionen zusammenfassen. Dabei enthélt (falls e;_; existiert) [e;—1] den
Knoten s und (falls e; existiert) [e;] den Knoten ¢. Da die Kontraktion die Minimalitat
der Schnitte nicht verindert (siche Abschnitt 6.3.1), ist in diesem Kontraktionsgraphen
also ein Minimaler Blattschnitt fiir beide Kontraktionsknoten bekannt. Der Schnitt-
partner fiir [e;_1] ist dabei entweder [e;] oder der Knoten ¢, falls dieser unkontrahiert
im Kontraktionsgraphen vorkommt. Selbiges gilt fiir [e;] und dessen Blattschnittbezie-
hung zu [e;—1] bzw. den Knoten s.



5. Die Flusskomponentenzerlegung 24

Jede der in L eingefiigten Kanten speichert also einen neuen bekannten Blattschnitt
ein einem aus 7T bildbaren Kontraktionsgraphen.

© X "
[— Neu eingefligt
&

——— Ziel modifiziert

Abbildung &: Adaption des Graphen L wihrend Algorithmusphase 1

Anpassung der Kantenverbindungen getrennter Kantenknoten: Durch Be-
trachtung des L-Teilgraphen {iber den Kantenknoten zu S inzidenter T-Kanten und
den zu S gehérenden Knoten v € V sind die fiir G’ bereits bekannten Schnittbezie-
hungen bestimmbar. Um diese Information fiir die zukiinftigen Kontraktionsgraphen
von S bis Sy anzupassen, muss L modifiziert werden.

Durch die Zerlegung des Superknotens S in Sy bis S sind viele der ehemals zum
selben Superknoten S inzidenten Kanten nun an verschiedenen Superknoten verankert.
In Abbildung 8 trifft dies auf die T-Kanten e; und es zu. Da Kontraktionsknoten fiir
diese Kanten nicht linger gemeinsam in einem Kontraktionsgraphen auftreten kénnen,
die Blattschnittbeziehung dort aber nun auf einen neuen Partner verweist, miissen
zwischen e; und ey in L verlaufende Kanten adaptiert werden.

Neues Ziel der Kante e; — es wird mit e, der Kantenknoten der ersten neu eingefiig-
ten Kante in T', welche dort auf dem Weg von e; zu es liegt. Fiir diesen existiert im Kon-
traktionsgraphen Ggl zum neu gebildeten und zu e; sowie e,, inzidenten Superknoten
Sy ein Kontraktionsknoten [e,], flir welchen {[e1]} ein Minimaler {[e1]}-[en]-Schnitt ist.
Dies gilt, da [e,,] den ehemaligen Blattschnittpartner enthélt (siche Abschnitt 6.3.1).

Neben zwischen den Kantenknoten nicht linger adjazenter T-Kanten verlaufenden
L-Kanten, miissen noch weitere adaptiert werden. Dabei handelt es sich um L-Kanten
deren Ziel ein Knoten =z € V ist, der sich nach der Zerlegung nicht mehr in einem
Superknoten befindet, der zur T-Kante des Kantenausgangspunkts inzident ist. In
Abbildung 8 gilt dies fiir die L-Kante es — x.

Hier wird der Kantenknoten e,, der ersten neu eingefiigten T-Kante auf dem Weg
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von T-Kante ez zum neuen Superknoten von x das neue Ziel der L-Kante.

Der als neues Ziel eingesetzte Kantenknoten ist jeweils leicht bestimmbar: Je neuem
Superknoten S; existieren maximal zwel neue T-Kanten. Die Richtige ergiebt sich
durch Bestimmung, ob der dem alten Zielknoten zugeordnete Knoten in G’ in einer
Flusskomponente liegt, welche in der Flusskomponentenordnung héher oder niedriger
positioniert wurde, als die Komponente des dem Kantenausgangspunkt zugeordneten
Knoten in G%.

Abbildung 8 zeigt die in Phase 1 notwendig werdenden Adaptionen an L kombiniert
fiir einen beispielhaften x-y-Schnitt. Dieser fiihrt zur Spaltung des Superknotens S
und dem Hinzufiigen der Kante e, in 7. Ein entsprechender Kantenknoten und die
griin dargestellten Kanten werden in L aufgenommen um die aus diesem Schnitt ge-
wonnenen Informationen zu speichern. Die Zerlegung trennt in G’y mehrere Knoten,
fiir die in L Blattschnittbezichungen gespeichert waren. Fiir diese L-Kanten muss der
neu erzeugte Kantenknoten e,, als Zielpunkt eingesetzt werden. Die entsprechend mo-
difizierten Kanten sind rot dargestellt.

Queue-Management Jeder neu geschaffene Superknoten dessen Knotenmenge eine
Kardinalitidt grofer Eins aufweist, wird am Queueende angefiigt und somit fiir eine
weitere Teilung vorgesehen.

5.3.5. Phase 2: Identifikation und Durchfiihrung ausstehender Schnittoperationen

Die zweite Phase beginnt, sobald die Queue in Phase eins leer 14uft, dass heifit, sobald
jeder Superknoten in 7 nur noch einen einzigen Knoten v € V repréisentiert. Vor
dem eigentlichen Ablauf werden simtliche Superknoten, welche in T' nicht als Blatt
auftreten, wieder in die Queue eingestellt.

Erstellung des Kontraktionsgraphen Solange die Auftragsqueue gefiillt ist, wird nun
jeweils das erste Element S entnommen und der dazugehorige Kontraktionsgraph G
erstellt.

Im Gegensatz zur Phase 1 kann es sich beim Queue-Knoten S nun nicht nur um Su-
perknoten sondern auch um Leere Knoten handeln. An der Konstruktionmethodik von

's éndert dies nichts, es werden wiederum alle von S abgehenden Teilbdume von T in
Kontraktionsknoten zusammengefasst. Da mit dem Leeren Knoten selbst keine Knoten
v € V assoziiert sind, wird der Kontraktionsgraph vollstdndig aus Kontraktionsknoten
bestehen.

Bestimmung des Schnittpaars Um die Knotenpaare fiir im Weiteren notwendige
Schnitte zu bestimmen, werden die Knoten des Kontraktionsgraphen G’ erneut Kno-
ten aus L zugeordnet. Das Vorgehen ist identisch mit Phase 1: Jeder Knoten b € V
welcher im Kontraktionsgraphen vorkommt, existiert auch in L. Jedem Kontraktions-
knoten wird der Kantenknoten der zum Queue-Knoten S in T inzidenten Kante seines
T-Teilbaums zugeordnet.
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Schnitte b - [e,] vorher nachher

(¢) Nichttrivialer Schnittverlauf

Abbildung 9: T- und L-Adaptionen in Phase 2 (jeweils nach Min. b-[e1]-Schnitt)
(Kantengewichte von 1, falls nicht dargstellt)

Die in diesen Abbildungen zusammengefassten Knoten induzieren einen Teilgraphen
in L, iiber welchem nun ein wurzelknotengerichteter Spannwald berechnet wird. Hat
er die Form eines Spannbaums, so ist fiir den aktuellen Queue-Knoten S kein weiterer
Aufwand notwendig (siehe Abschnitt 6.3.2) und der néichste Queue-Knoten kann ent-
nommen werden. Enthilt der Spannwald jedoch mindestens zwei Biume, so werden
deren Wurzelknoten bestimmt, ein Paar dieser Knoten ausgewdhlt und der Minimale
Schnitt zwischen ihren Abbildungen in G’ berechnet.

Existiert ein Schnittverlauf, welcher in beiden Schnittmengen mehr als einen Kno-
ten besitzt, kann dieser bevorzugt werden, um weitere Schnittberechnungen einsparen
zu konnen (Details sieche Abschnitt 6.4). Bei kleinen Kontraktionsgraphen kann dies
jedoch auch zu unverhdltnisméfigem Verwaltungsaufwand fiihren.

Adaption von 7 und L Fiir den resultierenden Schnittverlauf sind drei Félle zu
unterscheiden. Abbildung 9 stellt sie und die notwendigen Adaptionen dar. Fiir eine
weitergehende Begriindung der vorgenommenen Anderungen siehe Abschnitt 6.3.3.
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Blattschnitt eines Kontraktionsknotens: Zum Einen kann eine der Schnittmen-
gen vollstidndig von genau einem Kontraktionsknoten gebildet werden. In diesem Fall,
wird in L eine zusétzliche Kante eingefiigt (in Abbildung 9(a) die Kante e; — b). Sie
verweist vom Kantenknoten, welcher mit dem per Blattschnitt getrennten Kontrakti-
onsknoten assoziiert ist, zum L-Knoten des Schnittpartners aus Gs. Nun kann erneut
mit der Spannbaumberechnung in L iiberpriift werden, ob weitere Schnitte notwendig
sind, und diese auf dem bereits kontrahierten Graphen G’ durchgefiihrt werden.

Blattschnitt von b € V: Alternativ kann eine der Schnittmengen nur aus dem
einzigen Originalknoten b bestehen (vgl. Abbildung 9(b)). Hier wird in T an der bishe-
rigen Stelle des Superknotens von b ein Leerer Knoten eingesetzt und der Superknoten
iiber eine Kante mit dem festgestellten Schnittgewicht als Blatt an diesen angebunden.

Der Kantenknoten fiir die neue T-Kante wird in L eingefiigt und erbt dort die
Position des Knotens b in sdmtlichen auf diesen verweisenden Kanten. Zusétzlich er-
halt er Auswirtskanten zum Kantenknoten des Schnittpartners von b (im Beispiel der
Knoten e1) und zu b selbst. Da der Superknoten von b nun jedoch ein Blatt in T ist,
und somit kein Kontraktionsknoten mehr fiir ihn gebildet werden muss, ist letztere
Kante von einer Implementierung ebenso vernachléssigbar.

Anschliefsend wird der neue Leere Knoten zur spiteren Bearbeitung am Ende der
Auftragsqueue eingefiigt.

Nichttrivialer Schnittverlauf: Bestehen beide Schnittmengen aus mehr als einem
Knoten, so wird wiederum ein Leerer Knoten in T eingefiigt.

Handelte es sich beim Queue-Knoten S um einen Superknoten, so ersetzt ihn der
Leere Knoten als Wurzel all der T-Teilbdume, deren Kontraktionsknoten nicht mit dem
zu S gehérenden Originalknoten b € V' in der selben Schnittmenge liegen. Dies trifft im
Beispiel in Abbildung 9(c) zu, so dass dort die von e; und es eingeleiteten Teilbdume an
den Leeren Knoten angehangen werden, wihrend ez am alten Superknoten verbleibt.

Ist S dagegen selbst ein Leerer Knoten, so bildet der neue Leere Knoten die Wur-
zel der Teilb&dume von Kontraktionsknoten der kleineren Schnittmenge. Die obersten
Kanten der Teilbdume in T werden dabei jeweils nur in einem Endpunkt modifiziert.

Als néchstes wird zwischen S und dem neuen Leeren Knoten eine mit dem Schnitt-
gewicht bewertete Kante eingefiigt.

Der zu ihr gehorende neue Kantenknoten in L erhélt zwei Auswértskanten in Rich-
tung der Schnittpartner. Handelt es sich bei einem der Endpunkte des soeben berech-
neten Minimalen Schnitts um den (einzigen) unkontrahierten Knoten in G, so ist
dieser Ziel einer der Kanten (im Beispiel die Kante e, — b). Handelt es sich bei einem
Endpunkt um einen Kontraktionsknoten, wird dessen zugehériger Kantenknoten in L
als Kantenziel verwendet (im Beispiel e, — ey).

Wie bereits in Phase 1 konnen durch das Einfligen des neuen Knotens und der
neuen Kante in T dort vormals zum selben Knoten inzidente Kanten nun getrennt
worden sein. In diesem Fall treten deren Kontraktionsknoten nicht mehr gemeinsam
in einem Kontraktionsgraphen auf. Bestanden zwischen beiden bekannte Blattschnitt-
beziehungen in L, beerbt sie in zukiinftigen Kontraktionsgraphen jeweils ein anderer
Kontraktionsknoten in ihrer Rolle als Schnittziel.
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Gleiches gilt fiir L-Kanten zwischen den Kantenknoten nun nicht mehr zu S inzi-
denter T-Kanten und dem unkontrahierten Knoten b. Auch hier muss ein neues Ziel
eingesetzt werden um die Schnittbeziehung spateren Kontraktionsgraphen nutzen zu
konnen.

Um dem Rechnung zu tragen, werden die im fiir G’ relevanten Teilgraphen von L
verlaufenden Kanten iiberpriift und ihr Ziel auf den neu eingesetzten Kantenknoten
adaptiert, falls ihre Quelle und ihr Ziel nun in 7" nicht mehr direkt benachbart sind.

Abschliefsend werden sowohl der alte Queue-Knoten, als auch der neue Leere Knoten
wieder am Queue-Ende eingefiigt und der nichste Knoten entnommen.

Terminierung Wird die Queue in Phase 2 vollsténdig geleert, so ist die Bildung des
Relaxierten Gomory-Hu-Baums abgeschlossen. Falls dies gewiinscht ist, kann nun, den
Erlauterungen des Abschnitts 5.5 folgend, mit quadratischem worst-case Zeitaufwand
der Gomory-Hu-Baum von G abgeleitet werden.

5.4. Beispielverlauf

An einem Beispiel soll der vollstindige Ablauf noch einmal verdeutlicht werden. Der
hierbei verwendete Graph ist in Abbildung 10 zu sehen. Werden im Folgenden Kontrak-
tionsknoten textuell erwdhnt, so sind sie durch eckige Klammern dargestellt, welche
die enthaltenen Knoten aus V umfassen (z.B. [abc]). Eine Darstellung in geschweif-
ten Klammern bezeichnet, je nach Kontext, Knotenmengen, Flusskomponenten oder
Superknoten.

Abbildung 10: Beispielgraph

Initialisierung Die Initialisierung erfolgt wie beschrieben: Der einzige Superknoten in
T fasst sémtliche Knoten des Graphen G zusammen und bildet den einzigen Eintrag
in der Auftragsqueue Q). L besteht aus der Knotenmenge von G und enthilt weder
Kantenknoten noch Kanten.

Q: {abcdef} T: L @ ©® ® ©® ®
®

Abbildung 11: Initialisierung von @, T und L vor Algorithmusbeginn
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Phase 1 Es folgt die erste Phase des Algorithmus’. Thre Auswirkungen auf die mitge-
filhrten Datenstrukturen werden in Abbildungen 12; 13 und 14 verdeutlicht. Die nach
jeder Flusskomponentenzerlegung modifizierten Kanten werden darin rot hervorgeho-
ben.

Im angenommenen Algorithmusverlauf werden die Knoten a und f als erstes Fluss-
paar ausgewdhlt und ein Maximaler Fluss zwischen ihnen berechnet. Der zugehorige
Residualgraph besitzt die starken Zusammenhangskomponenten {a}, {b, ¢}, {d, e} und
{f}, welche in dieser Reihenfolge auch eine korrekte Folge von Flusskomponentn dar-
stellen. Die Zerlegung ist als erste Zerlegung trivialerweise giltig.

Der Superknoten in T kann also in je einen Superknoten pro Flusskomponente auf-
gespalten werden. Zwischen den neuen Superknoten verlaufen drei Kanten, fiir welche
korrespondierende Kantenknoten in L eingefiigt werden. Zwischen den Kantenknoten
der neu enstandenden T-Kanten welche zum selben Superknoten inzident sind, werden
beidseitig gerichtete Kanten in L eingefiigt. Dazu kommt eine gerichtete Kante welche
vom Kantenknoten der T-Kante die zu a’s Superknoten inzident ist, in Richtung a
verlduft. Aufserdem wird eine entsprechende Kante fiir f eingefiigt.

Abschliefend werden mit {d, e} und {b, ¢} die neuen Superknoten mit mehr als zwei
enthaltenen Knoten wieder in die Queue eingefiigt. Es kommt zur in Abbildung 12(b)
dargestellten Situation.

/
(a‘) G{abcdef}

®
Q: {de}, {bc} T (222D L
®

(b) @, T und L nach Flusskomponentenzerlegung fiir Maximalen a- f-Fluss in Gl{abcdef}

Abbildung 12: Datenstrukturen zur ersten Maximalflussberechnung

Im néchsten Schritt wird {d,e} entnommen und der, in Abbildung 13(a) darge-
stellte, Kontraktionsgraph Gf{ de} gebildet. In diesem kommt es zur Berechnung eines
Maximalen d-e-Flusses. Die resultierende Flusskomponentenfolge ist {[abc], d}, {e, [f]}
Die Folge ist giiltig und der Superknoten {d, e} kann zerlegt werden.

Die Nachbarschaftszuordnung der Superknoten in T erfolgt entsprechend der Eintei-
lung in Flusskomponenten. So wird der bestehende Teilbaum mit den Superknoten {a}
und {b, ¢} an den neuen Knoten {d} angehangen und der den Knoten {f} enthaltende
Teilbaum ist {e} zugeordnet.

Fiir die neue T-Kante wird ein Kantenknoten in L aufgenommen und von ihm zu
Quelle d und Senke e des Flusses fiihrende Kanten eingefiigt. Weitere neue Kanten
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@
Q: {bc} T: @ 2 L:
®

(b) Q, T und L nach Flusskomponentenzerlegung fiir Maximalen d-e-Fluss in G:[de}

Abbildung 13: Datenstrukturen zur zweiten Maximalflussberechnung

sind aufgrund der Aufteilung in nur zwei Flusskomponenten nicht nétig.

Fiir die Kontraktionsknoten des Kontraktionsgraphen G’ wird nun zuerst die ihren
T-Teilbaum einleitende Kante und dann deren Kantenknoten in L bestimmt. Diese
Kantenknotenmenge ist entsprechend der Zuteilung der Kontraktionsknoten zu den
Flusskomponenten partitioniert.

Die Zielknoten iiber die Partitionsgrenzen hinweg verlaufender L-Kanten, werden
auf den neu angelegten Kantenknoten angepasst, dessen Kante in 7' zum Superknoten
der Flusskomponente des Kantenstarts inzident ist und in Richtung des Superknoten
der Flusskomponente des urspriinglichen Kantenziels fiihrt.

Iin Beispiel betrifft dies beide ehemals zu {d, e} inzidenten Kanten. Die Zuteilung
der durch sie eingeleiteten Kontraktionsknoten [abc] und [f] in verschiedene Fluss-
komponenten fiihrt zur Modifikation der zwischen ihren Kantenknoten verlaufenden
Kanten. Neues Ziel beider Kanten ist der neu eingefiigte Kantenknoten.

Da keiner der neuen Superknoten mindestens zwei Knoten beinhaltet, erhilt die
Auftragsqueue keine weiteren Elemente. Die obige Abbildung 13(b) zeigt den nun
eingenommenen Zustand der Datenstrukturen.

’
(a) Gloey

2 2 10 2 e'
Q: <leer> T: o 0 e e L: .G.o.e.e
3 (®)

(b) Q, T und L nach Flusskomponentenzerlegung fiir Maximalen b-c-Fluss in G/,

{be}

Abbildung 14: Datenstrukturen zur dritten Maximalflussberechnung
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In der nichsten Iteration wird ihr der Superknoten {b,c} entnommen und wie-
der der passende Kontraktionsgraph G’{b c} gebildet. Als Flussendpunkte werden b
und ¢ gewdhlt und der Maximale Fluss bestimmt. Die Flusskomponentenfolge ist
{b},{[a]}, {c, [def]}. Da die mittlere Flusskomponente ausschlieflich Kontraktionskno-
ten enthélt, wird sie mit einem Nachbarn, in diesem Fall {c, [def]} vereinigt.

Es folgt die Zerlegung des Superknotens in 7" sowie das Einfiigen des neuen Kanten-
knotens und der ben&tigten neuen Kanten in L (vgl. Abbildung 14). Eine Uberpriifung
der Beziehungen der bestehenden Kantenknoten in L zeigt, dass keine Kanten adap-
tiert werden miissen.

Wiederum ist kein Superknoten mit mehr als einem vertretenen Knoten entstanden,
so dass keine neuen Auftrige in die Queue eingefiigt werden. Sie lduft damit leer und
Phase 2 beginnt.

Phase 2 Zu Beginn dieses Abschnitts werden zunichst simtliche nicht als Blatt auf-
tretenden Superknoten aus 7' in die Auftragsqueue eingestellt. An erster Stelle steht
der Superknoten {c}, welcher entnommen wird, um den zugehdrigen Kontraktionsgra-
phen G’ , zu bilden. Die an seiner Bearbeitung beteiligten Datenstrukturen sind in
Abbildung 15 genauer dargestellt.

Initialzustand:

T: L:
Q: {c}, {d}, {e} (@ )
‘e’ ‘3,10 ‘;’2 ¢’ 1'L’\spcvc94nqa O
. ®)
®)

Situation

Knoten {c}: {cY {c}’

Entscheidung fiur Schnittberechnung c - [a] —— [a]-Blattschnitt
Ergebnis: T: L:

Q: {d}, {e}

@2
O On0=0
3

®

Abbildung 15: Bearbeitung des Superknotens {c} in Phase 2
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Um die noch notwendigen Schnittberechnungen zu analysieren, werden in L die Kan-
tenknoten fiir die zu {c} in T inzidenten Kanten bestimmt. Diese induzieren zusammen
mit dem Knoten c in L einen Teilgraphen, welcher hier L., genannt werden soll. Jeder
der beteiligten Kantenknoten, steht fiir eine T-Kante, die den Teilbaum eines Kontrak-
tionsknoten aus Gf{c} einleitet und lasst sich so auf genau einen Kontraktionsknoten
abbilden.

Nun wird ein Spannwald in L., berechnet. Die Wurzelknoten der enthaltenen Béu-
me sind ¢ und der Kantenknoten fiir den Kontraktionknoten [a]. Dies fiihrt zur Auswahl
der Knoten ¢ und [a] als Schnittpartner fiir die nichste durchzufithrende Flussberech-
nung.

Das Ergebnis des Minimalen c-[a]-Schnitts in G, ist ein [a]-Blattschnitt. Der beste-
hende Baum 7" muss somit nicht verdndert werden, da er die Schnittbeziehung bereits
korrekt wiedergibt (sieche Abschnitt 6.3.3). In L wird fiir den gefundenen Blattschnitt
eine Kante vom mit dem Kontraktionsknoten [a] verbundenen Kantenknoten zu ¢ ein-
gefiigt, um den Schnitt in allen spéteren Kontraktionsgraphen von c¢ zu repréisentieren.

Da die Schnittberechnung zu einem Blattschnitt gefiihrt hat und somit kein Umbau
von T notwendig war, kann direkt mit G’ ., weitergearbeitet werden. Wiederum wird
der Spannwald fiir L., berechnet, welcher nun einem Spannbaum entspricht. Daraus
folgt, dass fiir den Superknoten {c} keine weitere Arbeit zu verrichten ist.

In der Folge werden die nichsten Knoten aus der Auftragsqueue ) entnommen
und fir diese jeweils der Kontraktionsgraph und der entsprechende Teilgraph von L
gebildet. Da auch hier jeweils bereits ein Spannbaum auffindbar ist, sind keine weiteren
Schnittberechnungen notwendig.

Die Queue lduft leer und der Algorithmus terminiert. 7' und L befinden sich in
dem Zustand, in welchen sie die zuletzt durchgefiihrte Schnittberechnung versetzt hat.
Dieser ist Abbildung 15 zu entnehmen.

5.5. Ableitung eines Gomory-Hu-Baumes

Aus dem relaxierten Gomory-Hu-Baum T = (V U Z, A) fiir den Graphen G = (V, E)
lasst sich ein Gomory-Hu-Baum ableiten. Fiir die weitere Schilderung sei die Knoten-
menge Z als die Menge der Leeren Knoten bezeichnet.

Die Umwandlung geschieht durch eine Kontraktionsoperationen je Leerem Knoten
l € Z. Dabei wird [ in seinen héchst adjazenten Nachbarknoten h aufgenommen.
Der Leere Knoten [ und die schwerste seiner inzidenten Kanten werden aus dem Baum
geldscht und der Kontraktionsknoten A nimmt dessen Platz in samtlichen verbliebenen,
voher zu [ inzidenten Kanten ein.

Der Relaxierte Gomory-Hu-Baum fiir G besitzt maximal 2n — 2 Knoten, und somit
2n— 3 Kanten (siehe Abschnitt 6.5). Der maximale Vergleichs- und Adaptionsaufwand
pro ausgefithrter Kontraktion richtet sich nach der Kantenzahl, ist also in O(|V]),
womit der Gesamtaufwand in O(|V|?) liegt.
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Lemma 5.1

Ist T = (VUZ, A) ein Relaxierter Gomory-Hu-Baum, [ € Z ein Leerer Knoten und
entsteht der Baum B aus T durch die Kontraktion von [ in seinen héchstadjazenten
Nachbarknoten h, dann gilt fiir zwei Knoten u,v € (VUZ\{l}): Ar(u,v) = Ap(u,v).

Beweis: Aufgrund des azyklischen Charakters des Relaxierten Gomory-Hu-Baumes,
existiert zwischen jedem Paar von Knoten nur ein einziger Pfad. Der maximale Fluss
zwischen diesem Knotenpaar muss an ihm entlang verlaufen und schopft dabei den
Flusswert der niedrigsten Kante des Pfades vollstindig aus. Diese Kante besitzt den
Wert des Minimalen Schnittes.

Fiir alle {iber den zu kontrahierenden Leeren Knoten [ in T verlaufenden Pfade, bis
auf jene in welchen er einen Pfadendpunkt darstellt, gilt, dass diese exakt zwei zu [
inzidente Kanten beinhalten miissen. Wird [ mit seinem hochstadjazenten Nachbar-
knoten kontrahiert, so vernichtet dies die héchstwertige inzidente Kante. Jeder Pfad
in T zwischen zwei Knoten u,v € (V U Z \ {l}) erfiillt nun einen der drei folgenden
Fille:

1. Der u,v-Pfad verlauft nicht iiber den Knoten [, enthilt somit keine dessen inzi-
denter Kanten und wird von der Operation nicht beeinflusst.

2. Der u,v-Pfad verlduft iiber den Knoten [, enthilt jedoch dessen schwerste Kante
nicht. Da sémtliche anderen Kanten bestehen bleiben, wird auch dieser Pfad
nicht beeinflusst.

3. Der u,v-Pfad verliuft {iber den Knoten [ und iiber dessen schwerste Kante. Da
er jedoch mindestens eine weitere (nicht schwerere) zu [ inzidente Kante enthlt,
wird der Minimalwert seiner Kanten nicht beeinflusst.

Die Kontraktionsoperation verindert die Kantenfolge eines Pfades also entweder gar
nicht oder sie entfernt nicht seine einzige Minimalkante.

O

Damit bleibt also insbesondere auch der Minimale Schnittwert zwischen allen Knoten
v,w € V im entstehenden Baum erhalten.

Lemma 5.2

Entsteht der Baum B aus dem Relaxierten Gomory-Hu-Baum 7' = (V U Z, A)
durch die Kontraktion eines Leeren Knotens [ € Z in seinen hdéchstadjazenten
Nachbarknoten h und veréndert dies eine bestehende Kante e = {z,l} aus T mit
z € (VUZ)\{l,h} zu e = {x,h} in B, so zerlegt die Herausnahme von e bzw. ¢’
den jeweiligen Baum in Teilbdume mit den Knotenmengen 74,75 bzw. By, Bs.
Fir x € By und x € Ty gilt dann BNV =171 NV sowie BoNV =T, N V.

Beweis: Es werden die durch Loschung von e im unverinderten und e’ im verédnderten
Graphen entstehenden Teilbdume betrachet. Der x enthaltende Teilbaum stimmt in
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beiden Fillen vollstindig iiberein. Dem h enthaltenden Teilbaum fehlt im kontrahierten
Fall ausschlieklich der Leere Knoten [. Da dieser kein Element aus V' war, bleibt die
Menge der in beiden Teilbdumen verwalteten Originalknoten identisch.

O

Nach der Kontraktion sémtlicher Leerer Knoten eines Relaxierten Gomory-Hu-Baums
T bleiben im resultierenden Baum B trivialerweise nur noch die Knoten aus V zuriick.
Zusatzlich ist gem&f Lemma 5.1 gesichert, dass fiir jedes Knotenpaar u,v € V die
geringwertigste Kante des u-v-Pfades in T" auch in B weiterhin Teil des u-v-Pfades ist
und laut Lemma 5.2 ihre Entnahme die Knotenmenge V in gleicher Weise teilt, wie
sie dies in T getan hétte.

Ist T also ein giiltiger Relaxierter Gomory-Hu-Baum, so erfiillt B die Definition
eines giiltigen Gomory-Hu-Baums.

5.6. Komplexititen der Teilschritte

Um die Zeitkomplexitit des vorgestellten Algorithmus zu beurteilen, sollen zunichst
die Aufwinde fiir die eingesetzten Teilalgorithmen betrachtet werden.

Wie im klassischen Gomory-Hu-Algorithmus wird der Grofsteil der Laufzeit von
wiederholten gezielten Maximalflussberechnungen eingenommen. Fiir diese ist, wie be-
reits bei der Schilderung des Gomory-Hu-Algorithmus erwahnt, derzeit eine worst-case
Schranke von O(nmlogn) erreichbar (siehe auch Abschnitt 7.2.2). Zusétzlich setzt der
Algorithmus auf den Einsatz Maximaler Adjazenzordnungen als Alternative zur Fluss-
berechnung. Deren Bildung verlduft in O(nlogn + m) mit zusétzlichem Aufwand von
O(m) zur Ableitung des enthaltenen Flusses.

Im Anschluss an die Bestimmung des Maximalflusses folgt die Flusskomponenten-
zerlegung, deren grofster Kostenfaktor in der Bestimmung der Starken Zusammen-
hangskomponenten des Residualgraphen besteht. Diese Aufgabe lisst sich mittels des
Algorithmus von Tarjan (Bsp. [Pea05]) in O(n + m) 1ésen. Es folgen topologische Sor-
tierung, Kontraktion und Baummanipulation, welche zusammen ebenso mit O(n+m)
begrenzt werden kénnen (|TS92]), wobei dieser worst-case Wert in der Praxis nur im
Ausnahmefall erreicht wird.

In Phase 2 sinkt der Aufwand wahrend der Nachverarbeitung, dafiir wird hier zusitz-
lich die Identifikation noch notwendiger Schnittberechnungen notwendig. Im Maximum
verursacht sie im Gesamtverlauf (2n — 2) Spannwaldbildungen, alias Tiefensuchen, auf
Teilgraphen von L. Diese sind im schlechtesten Fall wiederum jeweils mit O(n + m)
abzuschétzen. Dieses Vorgehen ist dabei vergleichsweise grob, da Maximalzahl und
Maximalaufwand nicht gleichzeitig eintreten.

Die Komplexitit einer [teration, egal welcher Phase, ist also bestimmt vom Aufwand
M(n, m) = O(nmlogn) der Flussberechnung. Wie in Abschnitt 6.4 gezeigt wird, sind
diese auf maximal (n — 1) Durchléufe beschréinkt. Damit liegt die Gesamtkomplexitét,
wie die des klassischen Gomory-Hu-Algorithmus, im Moment bei O(n9(n, m)).



6. Theoretische Motivation der Flusskomponentenzerlegung 35

6. Theoretische Motivation der
Flusskomponentenzerlegung

Durch den Einsatz von Flusskomponentenzerlegungen lisst sich die Zahl der durch
einen Superknoten vertretenen Originalknoten aus V schnell absenken. Damit kon-
nen auf einer gleichen Problemstellung durchschnittlich kleinere Kontraktiongraphen
erreicht werden, als mit der klassischen Bipartition nach Gomory-Hu.

Im ersten Teil dieses Abschnitts soll gezeigt werden, dass auch bei einer Flusskompo-
nentenzerlegung der Knotenmenge V', die in den resultierenden Kontraktionsgraphen
G’ berechenbaren Minimalen Schnittverlaufe global auf G giiltig sind.

Da die zur Bildung des Kontraktionsgraphen G’ durchgefiihrte Knotenkontraktion
die Menge der in G’ auffindbaren, zwischen zwei Originalknoten aus V verlaufenden
und global giiltigen Minimalschnitte begrenzt, muss garantiert sein, dass fiir jedes
Paar am Kontraktionsgraphen G’ beteiligter Originalknoten mindestens ein auch in G
minimaler Schnittverlauf existiert. Der Schliissel hierzu liegt wie bei Gomory und Hu in
der garantierten Existenz kreuzungsfreier Minimaler Schnitte innerhalb der gewihlten
Komponentenmengen.

Weiterhin zeigt der Abschnitt, dass es die Kontraktionsgraphen in ihrer Gesamt-
heit ebenso ermoglichen Minimale Schnitte zwischen jedem Knotenpaar von G korrekt
aufzufinden.

Als nichstes werden die Eigenschaften von Maximalen Fliissen in einem Kontrak-
tionsgraphen G’ untersucht, welche einen Kontraktionsknoten als Quelle oder Senke
besitzen. Bilden auch diese Maximale Fliisse zwischen zwei Knoten aus G, so las-
sen sich ihre Ergebnisse auf gleiche Art und Weise beriicksichtigen wie Schnitte zwi-
schen unkontrahierten Knoten. Dies gewéhrt erst die Nutzung in Phase 2 berechneter
Schnittverldufe und ist ebenso hilfreich beim Einsatz von s-t-Schnittalgorithmen, in
denen die Auswahl der Schnittpartner nicht gesteuert werden kann. Beispiele hierfiir
sind Maximale Adjazenzordnungen.

Anschlieflend folgen Erlduterungen zur Notwendigkeit weiterer Schnittberechnun-
gen, nach Abschluss der Phase 1. Nach der Einfithrung wird zunéchst auf die Wieder-
verwendbarkeit bereits bekannter Schnittverldufe und deren bestehende Giiltigkeit in
stiarker kontrahierten Graphen eingegangen. Es folgt die Vorstellung und Begriindung
der Methodik zur Auswahl von Zielknoten fiir die noch ausstehenden Schnittberech-
nungen und anschliefend notwendig werdende Modifikationen an den mitgefiihrten
Datenstrukturen.

Der Abschnitt schliefit mit Einschitzungen der insgesamt notwendigen Schnittbe-
rechnungen und der Maximalzahl von Knoten, eines mittels des vorgestellten Algo-
rithmus konstruierten Relaxierten Gomory-Hu-Baums.

6.1. Auffindbarkeit und korrekte Repradsentation Minimaler
Schnitte

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass es durch Flusskomponentenzerlegungen
gelingt, Knotenmengen auszumachen, welche durch weitere Minimale Schnitte nicht
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getrennt werden miissen. Diese konnen fiir spétere Berechnungen kontrahiert werden,
ohne Einfluss auf die Auffindbarkeit Minimaler Schnitte zwischen den verbliebenen
Knoten zu haben. Weiterhin wird belegt, dass der vom Algorithmus wihrend Phase 1
konstruierte Baum T' die Schnittbeziehungen korrekt widerspiegelt und die Erstellung
geeigneter Kontraktionsgraphen ermdglicht.

Wie in Abschnitt 5.3.4 beschrieben wurde, bildet der Algorithmus zu jedem Ele-
ment einer giiltigen Folge von Flusskomponenten einen Superknoten in 7. Diese sind
entsprechend der Folge linear miteinander verkettet. Jeder dieser Superknoten und
die direkt von ihm abgehenden Teilbdume, welche nicht mit einem aus der gleichen
Zerlegung stammenden Superknoten beginnen, beinhalten alle Originalknoten die -
unkontrahiert oder kontrahiert - an seiner Flusskomponente beteiligt waren.

Im ersten Schritt, wird nun nachgewiesen, dass nach der Zerlegung eines Maximalen
s-t-Flusses in seine Flusskomponenten, die Schnitte zwischen Knoten innerhalb einer
Flusskomponente auch dann noch korrekt auffindbar sind, falls durch Bildung des
Kontraktionsgraphen fiir einen der erzeugten Superknoten bestimmte Schnittverldufe
ausgeschlossen werden. Diese wiirden Knotenpaare trennen, welche in der Flusskompo-
nentenordnung entweder hoher oder niedriger eingeordneten Komponenten zugewiesen
sind.

In einem zweiten Schritt wird dann gezeigt, dass Minimale Schnitte zwischen Kno-
ten, die in verschiedenen Flusskomponenten platziert wurden, weiterhin auffindbar
sind. Sie lassen sich nach der Flusskomponentenzerlegung in einem der beiden Kon-
traktionsgraphen bestimmen, in welchen ein solcher Knoten unkontrahiert auftritt.

Weiterhin wird verdeutlicht, dass die gefundenen Schnitt korrekt im Baum 7T repré-
sentiert werden.

6.1.1. Kreuzungsfreiheit Minimaler Schnitte zwischen Knoten einer
Flusskomponente zu Vereinigungen anderer Komponenten

Um die spateren Ergebnisse zu begriinden, muss zunéchst das folgende Lemma iiber
das Kreuzungsverhalten Minimaler Schnitte eingefiihrt werden:

Lemma 6.1
Sei {C,C} ein Minimaler s-t-Schnitt in G mit s € C und den Knoten a,b € C.
Zusitzlich sei {D, D} ein Minimaler a-b-Schnitt, welcher {C, C} kreuzt.

Liegt s in CN D, dann ist C N D ein Minimaler a-b-Schnitt in G. Liegt stattdessen
sin CN D soist C N D ein Minimaler a-b-Schnitt.

Beweis: Die garantiert nicht-leeren Uberschneidungen der Schnittmengen, seien wie
in Abbildung 16 mit W =CnND, X =CND,Y =CNDund Z = CnN D bezeichnet.

Zuséatzlich sei die Definition der Schnittkostenfunktion cg wie folgt auf zwei Mengen
Q, R CV erweitert:

ce(Q,R) := Z we({z,y})

{z,y}€E:z€Q,yER
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Abbildung 16: Knotenlage und garantierter Minimaler a-b-Schnitt in Lemma 6.1.

. Die bisherige, einstellige Definition ergibt sich als c¢g(P) = ca(P, P).
Da die Kosten des Minimalen s-t-Schnittes {C, C'} der Kostensumme der {iber ihn
verlaufenden Kanten entsprechen und C = X UY sowie C = W U Z offensichtlich

zutrifft, gilt:
cg(C,C) =ca(Y,Z) + cq(Y,W) + ca(X,Z) + cq(X,W) (1)

Zunichst werde nun s € Y = CND angenommen. Da der s-t-Schnitt {C, C'} minimal

ist, gilt: o
cq(C,C) < caY,Z)+ ca(Y, W) 4+ cq(Y, X)

Durch Gleichsetzen mit Formel (1) und einseitigen Abzug von c (X, Z) folgt daraus:
ca(X, W) <ca(Y,X)

Somit sind die Schnittkosten von W' = CND garantiert nicht grofer als der bekannte
Minimale a-b-Schnitt {D, D}:

ca(Y, W)+ ca(Z, W)+ ca(X, W) <ca(Y,W) 4+ cq(Z, W) + ca(X, Z) + ca(Y, X)

ca(W) < cq(D, D)

Gilt s € X =CND,so ist die Beweisfiihrung &hnlich. Wieder folgt aus der Mini-
malitét des s-t-Schnitts {C, C'}:

Cg(c,é) <ce(V, X)+cea(X,Z) 4+ ca(X, W)
Zusammen mit Gleichung (1) gilt damit:

cqg(Y,Z) <ca(Y,X)
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Somit sind in diesem Fall die Schnittkosten von Z = C N D garantiert nicht groRer
als der bekannte Minimale a-b-Schnitt {D, D}:

ca(Y,Z) +ca(X,Z) +caW,Z) < cg(Y,X) +ca(X, Z) +ca(W, Z) 4 ca(Y, W)

Cg(Z) < CG(D7 D)
[l

Mit diesem Ergebnis lassen sich nun die Minimalen Schnitte zwischen Knoten einer
Flusskomponente analysieren.

Aus dem Maximalen Fluss zwischen zwei Knoten s und ¢ des Graphen G sei geméfs
Abschnitt 5.3.4 eine Folge von Flusskomponenten C4, ..., Cy konstruiert worden. Im
Weiteren gelte s € C; und t € Cj.

Aus diesen k > 2 Flusskomponenten entsteht eine Folge von (k—1) s-Schnittmengen
Minimaler s-t-Schnitte wie folgt:

Die erste s-Schnittmenge X7 bildet mit C; diejenige Komponente, welche die Quelle
s enthilt. Jede weitere Schnittmenge X; entstehe aus X; 1 UC;. Es gilt X; := V' \ X.
Abbildung 17 zeigt ein Beispiel einer solchen Konstruktion.

G & G G
{s}—{c}—{ab}-{t}

Xy X
XZ h }_<2
© X "X
(a) Beispielgraph (b) s-t-Flusskomponentenfolge und (c) Situation C3

ableitbare s-Schnittmengen X;

Abbildung 17: Flusskomponenten C; und umschliefende Schnittmengen X;_; und X;

Lemma 6.2
Fiir jedes Knotenpaar a,b € C; existiert ein Minimaler a-b-Schnitt in G, welcher
weder X;_1 noch X, kreuzt.

Beweis: Jedes Paar {X;, X;} entspricht einem Minimalen s-t-Schnitt in G. Da
a,b € C; und C; C X; gilt, existiert somit gemék Lemma 3.1 ein Minimaler a-b-Schnitt,
welcher X; nicht kreuzt. Ebenso gibt es einen weiteren Minimalen a-b-Schnitt, welcher
X;_1 nicht kreuzt, denn es gilt auch C; C X1
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Abbildung 18: Minimaler a-b-Schnitt A C X; in Abhéngigkeit der Lage von ¢ in X;.

Handelt es sich bei C; um C; oder CY, gilt Lemma 6.2 also bereits nach Gomory
und Hu, da fiir C; keine Menge X;_; und fiir C}, kein X, existiert.

Im Weiteren gelte 1 < ¢ < k. Geméf Lemma 6.1 existiert in X; der Minimale a-b-
Schnitt A mit A C X;. In der Darstellung 18 ist dies, abhingig von der Lage von t,
der Quadrant @)1 oder Q5.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, gelte fiir die weitere Schilderung a € A und
t ¢ A. Wird nun die Kreuzung der Schnitte {A, A} und {X;_1, X; 1} betrachtet, so
koénnen, je nach Lage des Knotens s zwei Fille unterschieden werden:

Liegt s in A, so kommt es zur in Abbildung 19(a) dargestellten Situation und gemé&f
Lemma 6.1 ist {ANX; 1, AUX; 1} ein Minimaler a-b-Schnitt. Die Knotenmenge X;_;
liegt offensichtlich vollstindig in AU X;_;. Fiir X; gilt ANX; = 0 und X;_,NX; = 0,
weshalb es vollstéindig in der Schnittmenge A N X;_; liegen muss. Somit wird weder
X,;_1 noch X; vom Minimalen a-b-Schnitt gekreuzt.

Xi1

(a) Minimaler a-b-Schnitt im Fall s € A, kreuzungsfrei
zu X;_1 und X;

(b) Minimaler a-b-Schnitt im Fall s ¢ A, kreuzungsfrei
zu X;_1 und X;

Abbildung 19: Minimale a-b-Schnitte in X;_; in Abhingigeit der Lage von s
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Ahnlich verliuft die Argumentation fiir s ¢ A. Dieser Fall ist in Abbildung 19(b) dar-
gestellt. Hier existiert nach Lemma 6.1 der Minimale a-b-Schnitt {A N X1, AU Xi1}
Dabei gilt ANX,;_; C X;NX,;_; = C;. Damit sind sowohl X;_; als auch X; vollstindig
in der kontrdren Schnittmenge enthalten und werden insbesondere nicht gekreuzt.

O

Global giiltige Minimale a-b-Schnitte kénnen also in einem kontrahierten Graphen
G/ gefunden werden. Gilt 1 < i < k, so entsteht dieser Graph durch Kontraktion der
Knotenmengen X;_; und X; zu je einem Kontraktionsknoten. Fiir die Komponenten
C1 und Cj kénnen in G’ sdmtliche weiteren Komponenten kontrahiert werden.

Eine im Weiteren auf die kontrahierten Graphen fiir Komponenten eines Maximalen
s-t-Flusses beschrankte Verarbeitung ermdglicht weiterhin die korrekte Bestimmung
der Schnittbeziehungen zwischen allen Knoten der betrachteten Komponente.

6.1.2. Korrektheit fiir Schnitte mit Endknoten in verschiedenen
Flusskomponenten

Um die Korrektheit der Représentation in Baumform zu zeigen, soll zuniichst ein
Ergebnis iiber die im Baum T zwischen nicht-adjazenten Superknoten der gleichen
Flusszerlegung verlaufenden Pfade aufgestellt werden.

Seien X;_1, C; und X; wie bisher durch einen s-t-Fluss definierte Schnittmengen,
bzw. Flusskomponenten. Im Baum 7" wurde fiir jede Flusskomponente C; ein Super-
knoten S; gebildet. Sei ey die vom Algorithmus im Baum 7" zwischen dem Superknoten
Si—1 (dem ersten Vertreter des Teilbaums der Knotenmenge von X;_1) und dem Super-
knoten S; eingefiigte Kante und sei e; die vom Algorithmus zwischen den Superknoten
S; und S, (als erstem Vertreter von X;) eingefiigte Kante.

Lemma 6.3
Im vom Algorithmus konstruierten Baum gilt fiir jede Kante e auf dem Pfad zwischen
es und e;: wr(e) > A(s, t).

Beweis: Die Kanten es und e; selbst tragen beide Flusswert A(s, t).

Seien [s] und [¢] die Kontraktionsknoten, welche im Kontraktionsgraphen G’ zu S;
die in T durch e; und e; angebundenen Teilbdume repréisentieren.

Aufgrund der Maximalitédt des s-t-Flusses kann in G’ kein [s] und [¢] trennender
Schnitt mit einem Gewicht < A(s,t) existieren. Fiir alle Maximalen Fliisse in G’ mit
einem Wert < A(s,¢) gilt also, dass sie [s] und [¢] in der selben Flusskomponente
gruppieren, wodurch der vorgestellte Algorithmus alle restlichen Flusskomponenten
im konstruierten Baum T als vom e;-e;-Pfad abgehende Teilbdumen anordnet.

O

Um die Auffindbarkeit von Schnitten zu analysieren, deren Endpunkte sich in ver-
schiedenen Flusskomponenten befinden, hilft das folgende Lemma.
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..... Aa,b) = A(s,t)
- Aa,b) < A(s,t)

Abbildung 20: Minimale a-b-Schnittverldufe nach Lemma 6.4.

Lemma 6.4
Gegeben sei eine Sequenz von Flusskomponenten Cf,---,C) eines Maximalen
s-t-Flusses und die daraus konstruierbaren s-Schnittmengen X; = J,_; ; C,. Seien
a,b € V und gelte a € C;, b € C; und 1 < i < j < k, so treffen die folgenden
Aussagen zu:

1. Es existiert kein Minimaler a-b-Schnitt mit A(a,b) > A(s, t).
2. Gilt A(a,b) = A(s,t), so ist X; ein Minimaler a-b-Schnitt.
3. Gilt A(a,b) < A(s, t), so existiert ein Minimaler a-b-Schnitt A mit s,t € A und:

a) ACCy, falls a € A.
b) ACCj,falls b e A.

Beweis: Die Aussagen 1 und 2 ergeben sich trivial aus der Minimalitét des s-t-
Schnitts X; und der Tatsache, dass dieser ebenso a und b trennt.

Aussage 3 setzt A(a,b) < A(s,t) voraus. Ein solcher a-b-Schnitt kann s und ¢ nicht
trennen, da dies der Minimalitdt des bekannten s-t-Schnitts widersprechen wiirden.
Somit muss dieser entweder a von s oder b von t separieren. Ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit sei dies fiir @ und s zutreffend, fiir b und ¢ gelten symmetrische
Betrachtungen. Dann gilt also A(a, s) < A(a,b) < A(s,t).

Wird das in Abbildung 21(a) gezeigte Kreuzungsschema des Minimalen a-s-Schnittes
betrachtet, folgt gemif Lemma 6.1, dass eine Schnittversion Y existiert, welche voll-
stindig in X; verlduft sowie a und s trennt.

Dieser Minimale a-s-Schnitt trennt ebenso die Knoten a und b. Damit gilt auch
A(a,b) < A(a, s) und in Kombination mit dem bereits festgestellten A(a,s) < A(a,b)
folgt A(a, s) = A(a,b). Y ist also ein Minimaler a-b-Schnitt in X; mita € Y und s ¢ Y.

Handelt es sich bei C; um C; so ist der Beweis bereits abgeschlossen. Fir 1 < 4
wird das in Abbildung 21(b) gezeigte Kreuzungsschema von {Y, Y} und {X;_1, X; 1}
betrachtet. Wieder folgt nach Lemma 6.1, dass ebenso ein Minimaler a-b-Schnitt
Z=YNX,_; mit a € Z existiert.

Laut Korollar 3 in [PQ80] (Beweis in [Hu70]) entspricht nun auch die Menge A=Y N Z
einem Minimalen a-b-Schnitt. Weiterhin gilt A C X; N X,_1 = C;.

O
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X; X Xi1Xi1
O ~
N A D
Y N
(a) Kreuzungsschema Minimaler a-s- (b) Kreuzungsschema {Y,Y}  mit
Schnitt mit {X;, X;} {Xi—1,Xi—1}

Abbildung 21: Schnittkreuzungen im Beweis zu Lemma 6.4.

Aus Lemma 6.4 folgt direkt, dass fiir die Knoten a € C; und b € C; mit ¢ < j ein
Minimaler Schnitt in einem der Kontraktionsgraphen zu S; oder S; bestimmbar ist.

Ebenso ist die Reprisentation im Baum T korrekt: Der Minimale s-t-Schnitt ist mit
den zwischen Sy, - - - , Sj eingefiigten Knoten vollstindig erfasst. Fiir die Knoten a und
b gilt entweder A\(a,b) = A(s,t) oder A(a,b) < A(s,t). Im ersteren Fall kodiert jede der
zwischen S;, - - -, S; eingefiigten neuen T-Kanten einen Minimalen a-b-Schnitt X,. fiir
i <r < j. Lemma 6.3 zeigt, dass auch durch spétere Schnitte keine gréferen Kanten
auf diesem Pfad eingefiigt werden kénnen.

Gilt A(a,b) < A(s,t), ist der Minimale a-b-Schnitt in G, oder Gy, auffindbar und

wird X;_1 U X, oder X j—1U Yj nicht kreuzen. Die ihn reprisentierende Kante wird
dann in einem vom gerade eingefiigten Kantenpfad abweichenden Teilbaum eingefiigt
werden. Wiederum ist nach Lemma 6.3 gesichert, dass der s-t-Pfad auch zu diesem
Zeitpunkt keine geringwertigere Kante enthélt.

Es bleibt zu bemerken, dass die Minimalen a-b-Schnitte mit A(a,bd) < A(s,t), a € Cj,
be C;,i < jundi# 1oder j# k die Motivation fiir die Relaxierung des Gomory-Hu-
Baums darstellen. Werden sie in Phase 2 des Algorithmus aufgefunden, so lassen sie
sich unter Umstinden nur noch mit Einsatz Leerer Knoten repréisentieren. Abschnitt
6.3 widmet sich einer ausfiihrlichen Beschreibung der Problematik.

6.2. Globalitat Minimaler Schnitte mit kontrahierten
Schnittpartnern

Als Nachstes soll noch einmal verdeutlicht werden, inwieweit Minimale Schnitte in ei-
nem Kontraktionsgraphen G’, welche mindestens einen kontrahierten Schnittpartner
besitzen, zu Aussagen iiber Minimale Schnitte in G fithren kénnen. Diese Ergebnisse
gewdhrleisten die Verwendbarkeit der in Phase 2 berechneten Schnitte, an welchen
grundsétzlich kontrahierte Knoten beteiligt sind. Aufserdem sind sie beim Einsatz Ma-
ximaler Adjazenzordnungen interessant, da hier nicht garantiert werden kann, dass der
gefundene Maximalfluss nur zwischen unkontrahierten Knoten verlauft.
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Lemma 6.5

Ein Minimaler z-[s]-Schnitt in einem Kontraktionsgraphen G’, zwischen einem
Originalknoten € V und einem Kontraktionsknoten [s], welcher genau die s-
Schnittmenge eines Minimalen s-t-Schnitts enthilt, entspricht einem Minimalen
s-z-Schnitt in G.

Beweis: Die im Kontraktionsknoten [s] zusammengefassten Knoten sind eine Schnitt-
menge X;_; mit 1 < ¢ < k eines Maximalen s-t-Flusses. Da s € C7 und z € C; gilt,
existiert nach Lemma 6.4 ein den Maximalen s-z-Fluss begrenzender Schnitt, welcher
X;_1 und X; nicht kreuzt. Damit ist er in G’ berechenbar; auch falls der Kontraktions-
knotens [t] fiir die eventuell vorkommende Knotenmenge X; existiert (im Fall i < k).
Jeder Minimale z-[s]-Schnitt in G’ entspricht nun der giinstigsten Moglichkeit X, 4
von z zu trennen und kann X; nicht kreuzen.

O

Besitzt ein Maximaler z-[s]-Fluss in G’ mindestens zwei Flusskomponenten, welche
unkontrahierte Knoten aus V' enthalten, so ist auch dieser Fluss giiltig, denn es wurde
ein bisher unbekannter Minimaler s-z-Schnitt in G gefunden. Der die unkontrahier-
ten Knoten von G’ reprisentierende Superknoten S in T kann also, gemif den in
Abschnitt 5.3.4 gezeigten Prinzipien, aufgespalten werden.

Lemma 6.6

Ist G, ein Kontraktionsgraph mit den Kontraktionsknoten [s] und [a], wobei
[s] genau eine s-Schnittmenge aus der Flusskomponentenzerlegung eines Maxima-
len s-t-Flusses zusammenfasst und [a] genau eine a-Schnittmenge aus der Fluss-
komponentenzerlegung eines Maximalen a-b-Flusses vetritt, so ist ein Minimaler
[s]-[a]-Schnitt in G/, ein Minimaler s-a-Schnitt in G.

Beweis: Jeder Minimale [s]-[a]-Schnitt in G, trennt offensichtlich s von a. Kann
gewihrleistet werden, dass ein Minimaler s-a-Schnitt existiert, der keine der in [s],[a]
und den eventuell vorhandenen Knoten [t],[0] jeweils zusammengefassten Originalkno-
tenmengen kreuzt, so ist der Minimale [s]-[a]-Schnitt in G, auch fiir s und a in G
minimal.

Da die bekannten s-t- und a-b-Schnitte bereits jeweils s und a trennen, muss also
A(s,a) < min(A(a,b), A(s,t)) gelten.

Gilt A(s,a) = min(A(a, b), A\(s,t)) so entspricht die in [s] oder die in [a] Zusammenge-
fasste Knotenmenge einem Minimalen s-a-Schnitt in G. Dieser ist jeweils kreuzungsfrei
zu den von [a], [s] und den eventuell vorhandenen Kontraktionsknoten [b],[t] vertetenen
Knotenmengen. Damit ist er in G/, als Minimaler [s]-[a]-Schnitt bestimmbar.

Im Weiteren gelte A(s,a) < min(A(a,b), A(s,t)).

Um die Kontraktionsknoten [s] und [a] zu bilden sind bereits die Flusskomponenten-
zerlegungen fiir den Maximalen s-t-Fluss und den Maximalen a-b-Fluss durchgefiihrt
worden.



6. Theoretische Motivation der Flusskomponentenzerlegung 44

Wird 0.B.d.A. zuerst der Maximale s-t-Fluss in G gebildet und in seine Komponen-
ten zerlegt, so gibt es eine Komponente Cs mit a € Cy und s ¢ C; sowie die benachbarte
s-Schnittmenge X, und eventuell die t-Schnittmenge X, = V \ (X, U C,). Die Kno-
ten s und a miissen getrennt worden sein, denn sonst wiirde s in G, unkontrahiert
auftreten. Es folgt nach Lemma 6.4, dass ein Minimaler a-s-Schnitt A C Cs mit a € A
existiert. Dieser kreuzt weder X, noch X .

Wird der Kontraktionsgraph fiir den Superknoten zu C; gebildet, tritt darin der Kon-
traktionsknoten [s] fiir die Menge X, und - wenn ¢t ¢ C, galt - [t] fiir X auf. Wird der
Maximale a-b-Fluss in diesem Kontraktionsgraphen bestimmt und in seine Flusskom-
ponenten zerlegt, gibt es eine Komponente C, mit [s] € C, und a ¢ C, sowie die be-
nachbarte a-Schnittmenge X,, und eventuell die b-Schnittmenge X, = V \ (X, UC,).
Die Trennung von [s] und a folgt, da a sonst in G/, unkontrahiert auftreten wiirde.
Nach Lemma 6.4 gibt es den Minimalen a-[s]-Schnitt B C C, mit [s] € B. Dieser
entspricht geméf Lemma 6.5 einem in G giiltigen Minimalen a-s-Schnitt.

Er kreuzt weder X, die Knotenmenge in [a], noch X ,, die Knotenmenge im eventuell
in G, auftretenden [b]. Zusétzlich ist die Kreuzung der Knotenmengen in [s] und [¢]
durch deren Kontraktion ausgeschlossen.

Der Schnitt B ist also offensichtlich in G’ berechenbar und trennt dort [s] und [a]
mit Minimalen Kosten.

O

Somit kénnen also auch Minimalschnitte, welche aus giiltigen Maximalen Fliissen
zwischen Kontraktionsknoten ableitbar sind, zur Zerlegung von Superknoten in T ver-
wendet werden.

Zusétzlich ist das Schnittergebnis zwischen zwei Kontraktionsknoten fiir die Gesamt-
berechnung auch dann von Nutzen, falls kein Paar unkontrahierter Knoten getrennt
wird, jedoch neue Erkenntnisse iiber die Schnittbeziehung der beteiligten Knoten fol-
gern. So konnen auf diese Weise aufgefundene Blattschnitte eines Kontraktionsknoten
direkt als Kante in L aufgenommen werden. Dies kann die Durchfiihrung eines zusétz-
lichen Schnittes in Algorithmusphase 2 einsparen.

Eine gezielte Berechnung von Fliissen zwischen Kontraktionsknoten ist jedoch besser
auf Phase 2 zu verschieben, da sie, im Gegensatz zu gezielten Flussberechnungen zwi-
schen unkontrahierten Knoten eines Kontraktionsgraphen G’, seltener zur Aufspaltung
von Superknoten und zur Verkleinerung der Konstraktionsgraphen fiir die folgenden
Schnitte fiihren.

6.3. Notwendigkeit weiterer Schnittbetrachtungen nach Phase 1

Die vorgestellte Technik der Zerlegung der Knotenmenge eines Kontraktionsgraphen
G’ in Flusskomponenten, fiihrt gegeniiber der klassischen Gomory-Hu-Zerlegung in
ausschliefllich zwei Schnittmengen pro Schnittberechnung, zu einer schnelleren Ver-
kleinerung der in den Superknoten von 7' verwalteten Knotenmengen.

Phase 1 des Algorithmus ist abgeschlossen, sobald jeder Superknoten S des bisher
konstruierten Baums 7T nur noch einen einzigen Knoten v € V représentiert. Die
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(a) Beispielgraph (b) T nach Phase 1 mit (c) Fertiger relaxierter
Fliissen s-t und a-c Gomory-Hu-Baum

Abbildung 22: Notwendigkeit weiterer Berechnungen nach Phase 1 (Fehlrepréisentati-
on von b-t-/b-s-Schnitten)

Kontraktionsgraphen zu diesen einelementigen Superknoten werden im Weiteren auch
als elementare Kontraktionsgraphen bezeichnet.

Der zu diesem Zeitpunkt bestehende Baum T, muss noch nicht dem Relaxierten
Gomory-Hu-Baum entsprechen, da durch die bisher durchgefithrten Schnittberech-
nungen unter Umstdnden noch nicht sdmtliche Minimalschnittbeziehungen der Kno-
tenpaare aus V erfasst sind.

Wird eine s-t-Flusskomponentenzerlegung {Cy,Cs, -+ ,Ci} in mehr als 2 Kompo-
nenten betrachtet, so handelt es sich bei den noch nicht in T repréisentierten Schnitten
um solche zwischen Knoten aus verschiedenen Komponenten C; und Cj, von denen
hochstens eine einen Flussendpunkt enthilt. Fiir die weitere Argumentation sei C;
eine 'Mittelkomponente’ mit 1 < ¢ < k.

Mit dem zur Zerlegung filhrenden Maximalen s-t-Fluss, sind die Maximalflusswerte
der Knoten aus C; zu den Knoten der anderen Komponenten keineswegs genau be-
stimmt. Vielmehr entspricht der Flusswert A(s,¢) nur einer oberen Schranke fiir diese
weiteren Fliisse. Sind deren Flusswerte simtlich kleiner als A(s,t), so sind sie nach
Abschluss von Phase 1 in T noch fehlreprasentiert. In einem solchen Fall existiert
ein Superknoten S fiir ein v € C; an welchem zwei Teilbdume hingen, die genau die
Knotenmengen X, _; und X, in sich vereinen. Beide sind iiber eine Kante des Werts
A(s, t) angebunden, welche keinem Minimalschnitt zwischen v und einem Knoten dieser
Teilbdume entspricht. Abbildung 22 zeigt ein entsprechendes Beispiel.

Die fiir eine solche Fehlreprisentation in Frage kommenden Schnitte, sind in der
Argumentation des Abschnitts 6.1.2 die Minimalen a-b-Schnitte mit A(a,b) < A(s,?),
a€Cy,beCj,i<jundi#1oder j# k. Dort wurde auch gezeigt, dass fiir jedes
solche Knotenpaar weiterhin ein in G giiltiger Minimaler Schnitt in mindestens einem
der aus den Knoten von T bildbaren Kontraktionsgraphen berechnet werden kann.

Um die noch nicht in T représentierten Schnitte aufzufinden, ist es hinreichend die
noch unbekannten Maximalflussverhaltnisse zwischen jedem Knoten der n elementaren
Kontraktionsgraphen festzustellen. Da sidmtliche Informationen der bereits durchge-
fiilhrten Schnitte im Blattschnittbeziehungsgraphen L gespeichert sind, lassen sich die
ausstehenden Schnitte einfach identifizieren. Zusétzlich miissen die neu gewonnen In-
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formationen derart im entstehenden Relaxierten Gomory-Hu-Baum reprisentiert wer-
den, dass der Umbau die dort bereits vorhandenen Informationen nicht verfilscht.

6.3.1. Bekannte Eigenschaften der Schnittbeziehungen zwischen den Knoten
eines Kontraktionsgraphen

Betrachtet man den Kontraktionsgraphen fiir einen beliebigen Superknoten, so treten
darin verschiedene Schnittbeziehungen auf, welche bereits durch friiher ausgefiihrte
Schnittberechnungen bekannt sind und nicht aufwéindig neu festgestellt werden miis-
sem.

Lemma 6.7

Fiir jeden Kontraktionsknoten [z], welcher durch einen Maximalen a-z-Fluss in G
entstanden ist und der den Knoten z enthélt, existiert mindestens ein Knoten y
(beliebigen Typs) in G, fiir welchen der [z]-Blattschnitt dem Minimalen y-[z]-Schnitt
in G’ entspricht.

Beweis: Handelt es sich beim auferhalb von [z] liegenden Flussendpunkt a¢ um einen
unkontrahierten Knoten in G’, so ist die Behauptung mit y = a trivialerweise korrekt,
da [z] die z-Schnittmenge eines Minimalen a-z-Schnittes in sich vereint.

Ist der Flussendpunkt @ in G’ nur noch in Form eines Kontraktionsknotens [a] ver-
treten, so kann es keinen giinstigeren Schnittverlauf als den [z]-Blattschnitt zwischen
[a] und [z] geben, da dieser sonst auch ein kleinerer Minimaler a-z-Schnitt gewesen
wire. Somit gilt y = [a] und der [z]-Blattschnitt ist ein Minimaler y-[z]-Schnitt in G.

O

Im Spezialfall durch den selben Maximalen Fluss gebildeter Kontraktionsknoten,
stellen natiirlich beide Blattschnitte Minimale Schnitte in einem gemeinsamen Kon-
traktionsgraphen dar.

Fiir die Kontraktionsgraphen zu Superknoten welche im Baum 7" als Blatt auftreten,
sind die Schnittbeziehungen bereits vollstindig bekannt. Alle Minimalen Schnitte sind
jeweils Blattschnitte, was aufgrund ihrer Knotenzahl von zwei allerdings auch nicht
weiter verwunderlich ist.

Besonders interessant ist der zweite Teil des obigen Beweises, sobald er auf bereits
mehrfach kontrahierten Graphenversionen betrachtet wird. So ist in einem Kontrakti-
onsgraphen G’ zwischen zwei durch einen s-t-Fluss entstandenen Kontraktionsknoten
[s] und [t] bereits ein Maximaler Fluss bekannt, dessen Engstellen in den Blattschnit-
ten von [s] und [¢] liegen. Werden diese nun durch einen héherwertigen, nichttrivialen
Schnittverlauf zwischen einem anderen Knotenpaar getrennt, so behélt jeder von ihnen
in seinem erneut kontrahierten Graphen G” seine Blattschnittbeziehung zum neu ent-
standenen Kontraktionsknoten, welcher sowohl den ehemaligen Flusspartner, als auch
weitere Knoten enthélt. Dies bildet die Grundlage sdmtlicher Adaptionen bestehender
Kanten des Graphen L.

Es bleibt, die Beziehungen zwischen den verbliebenen Knotenpaarungen zu unter-
suchen. Dabei hilft das folgende Lemma:
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Lemma 6.8
In einem Kontraktionsgraphen G’ mit zwei durch den selben Maximalen s-t-Fluss
entstandenen Kontraktionsknoten [s] und [¢] gilt fiir jeden weiteren Knoten b aus G’

A(b, [s]) = A(b, [£])-

Beweis: Jeder Minimale b-[¢]-Schnitt in G’ mit A(b, [¢]) < A(s,t) separiert ebenfalls b
und [s], da der bekannte s-t-Schnitt sonst nicht minimal gewesen wire. Gleiches gilt
fiir jeden Minimalen b-[s]-Schnitt mit A(b, [s]) < A(s,t), der ebenfalls b und [s] trennt.
Somit ist in diesem Fall jeder Minimale b-[s]-Schnitt auch ein Minimaler b-[¢]-Schnitt
und es folgt A(b, [t]) = (b, [t]) < A(s, t).

Minimale Schnittwerte groRer als A(s,¢) kénnen nicht eintreten, da mit den [s]- und
[t]-Blattschnitten, jeweils ein Schnitt mit Wert A(s,t) bekannt ist. Nach Ausschluss
aller anderen Fille verbleibenden nur noch die Schnitte mit A(b, [s]) = A(s,t) und
A(b, [s]) = A(s, t) womit auch hier offensichtlich (b, [s]) = A(b, [t]) gilt.

O

Korollar 6.1
In einem Kontraktionsgraphen G’ gilt fiir einen Knoten b und die Kontraktionskno-
ten [s] und [¢] eines bekannten Maximalen s-t-Flusses:

o Gilt A(b, [s]) = A(b, [t]) < A(s,t), sind die Flusskomponenten eines Maximalen
b-[s]- bzw. b-[t]-Flusses in G’ identisch.
sl)

o Gilt A(b, [s]) = A(b, [t]) = A(s, 1), so sind mit den Blattschnitten von [s] und [¢]
bereits fiir beide b involvierenden Minimalen Schnitte Schnittverldufe bekannt.

Es folgt also, dass sich aus der Berechnung eines Minimalen Schnittes zwischen
dem Knoten b und einem Kontraktionsknoten [s] im Kontraktionsgraphen, direkt der
Schnittverlauf und -wert des Minimalen Schnittes zwischen b und dem mit [s] durch
einen gemeinsamen Maximalen Fluss entstandenen Kontraktionsknoten [t] ergibt.

6.3.2. Auswahl expliziter Schnittberechnungen in Kontraktionsgraphen

Es bleibt zu kldren, wie die noch ausstehenden Schnittberechnungen nun identifiziert
werden kénnen. Wihrend des Verlaufs von Phase 1 und ebenso im klassischen Gomory-
Hu-Algorithmus ist dies trivial, da jeder zwei unkontrahierte Knoten in einem Kontrak-
tionsgraphen G’ trennende Schnitt bisher offensichtlich noch nicht in T festgehalten
worden ist.

In den Kontraktionsgraphen der Phase 2 tritt jedoch maximal noch ein einziger un-
kontrahierter Knoten auf, so dass ein alternativer Weg fiir ihre Bestimmung gefunden
werden muss.

Da laut Abschnitt 6.1 alle noch ausstehenden Schnitte in den Kontraktionsgraphen
zum Baum T bestimmbar sind, wiirde die Losung des ALL-PATRS-MINIMUM-CUT-
Problems fiir jeden Kontraktionsgraphen ebenso das Vorhandensein aller fiir 7" not-
wendigen Schnittinformationen des Originalgraphen G bedeuten.
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Alle bereits durchgefiihrten und in 7' verzeichneten Minimalschnitte sind ebenso
in den Kontraktionsgraphen giiltig (siehe Lemma 6.7). Der Graph L zeigt zwischen
welchen Knoten sie dort verlaufen. Umgekehrt, sind die in 7" noch nicht reprisentierten
Schnitte offensichtlich auch in den Kontraktionsgraphen noch unbekannt.

Fiir den Kontraktionsgraphen G’ zu einem Knoten S aus T sind die bekannten
Schnittbeziehungen, wie schon in Abschnitt 5.3.2 erldutert, in Form gerichteter Kan-
ten in einem Teilgraphen von L gespeichert. Dieser wird von der dem Superknoten
S zugehorigen Originalknotenmenge und den Kantenknoten der zu S inzidenten 7'-
Kanten induziert. Fiir jede dieser T-Kanten existiert in G’ ein Kontraktionsknoten,
welcher die Knotenmengen des durch sie von S ausgehenden Teilbaums zusammen-
fasst. Die zu S gehorenden Originalknoten treten in G’ unkontrahiert auf.

Fiir die folgenden Betrachtungen soll der Graph L’G,S verwendet werden, welcher
exakt diesem Teilgraphen entspricht, wobei dessen Kantenknoten bereits durch die zu-
gehorigen Kontraktionsknoten in G ersetzt wurden, um die Schilderung zu verkiirzen.
So verfiigt Ly, iiber die selbe Knotenmenge wie G.

Der in einer Kante von L/G’s enthaltene Informationswert bleibt gegeniiber L unver-

dndert und wird durch die Abbildung direkt auf G iibertragen: Ist Gy = (V', E')
und existiert fiir 2,y € V' eine Kante z — y in L/G’s’ so entspricht {z} in G’ einem
Minimalen z-y-Schnitt. Dieses Wissen wurde durch die vorausgegangenen Flusskom-
ponentenzerlegungen erschlossen.

Aus diesen bekannten Blattschnittbeziehungen lassen sich nun Informationen iiber
einen méglichen Gomory-Hu-Baum fiir G5 ableiten und ebenso die fiir dessen Erstel-
lung noch notwendigen Schnittberechnungen feststellen:

Lemma 6.9
Existiert in L’G/S ein Wald wurzelknotengerichteter Bdume, so gibt es einen Gomory-

Hu-Baum fiir G, in dem sdmtliche Nicht-Wurzelknoten dieser Baume als Blatt
auftreten.

Beweis: Um den Rahmen dieser Arbeit zu begrenzen, soll der Beweis hier nur skizziert
werden.

Es werden nacheinander fiir jeden der gew#hlten Biume in L’G,S die mit seinen
Kanten assoziierten Schnitte, in absteigender Reihenfolge ihrer Entfernung zur Baum-
wurzel, auf G ausgefiihrt. Von jedem Schnitt wird, wie ja bereits im Vorfeld bekannt
ist, jeweils nur ein einzelner Knoten vom Rest getrennt. Durch die Kreisfreiheit des
Waldes und die Ausfithrungsreihenfolge ist gewihrleistet, dass beide Schnittpartner
grundsétzlich der Menge von Knoten angehoren, welche noch nicht als Blatt abge-
schert wurden.

Eine solche Schnittfolge ist gemé&ft der klassischen Gomory-Hu Methodik geeignet,
den Gomory-Hu-Baum fiir G’y aufzubauen. Nach der Ausfithrung aller durch Baum-
kanten représentierten Schnitte, besitzt der in der Entstehung begriffene Gomory-Hu-
Baum einen zentralen Superknoten Z, welcher aus den Wurzelknoten des L., -Waldes
besteht und an diesem sind sdmtliche Nicht-Wurzelknoten direkt als Bléittefs positio-
niert. Jeder weitere Verlauf des Gomory-Hu-Algorithmus kann deren Blattstatus nicht
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mehr dndern, so dass dieser auch im schlieklich entstehenden Gomory-Hu-Baum er-
halten bleiben muss.

Abbildung 23: Schnittbaum des klassischen Gomory-Hu-Algorithmus nach Ausfiih-
rung einen Spannwald in Ly, bildender Schnitte ([es]-[es], [ec]-b,

[e1]-b[e2]-b, [ea]-[es])

Existiert in L’G/s ein wurzelgerichteter Spannbaum, so entspricht der Gomory-Hu-

Baum von G einem Stern, mit dem Wurzelknoten als Mittelpunkt. Die Flusswerte
aller Pfade in diesem, decken sich mit dem Layout in 7. Die Fliisse zwischen Kon-
traktionsknoten aus G’y entsprechen denen zwischen den jeweiligen von S abgehenden
Teilbdumen. Die Fliisse zwischen Kontraktionsknoten und Originalknoten aus V' ent-
sprechen dem Wert der zwischen dem zum Kontraktionsknoten gehorenden Teilbaum
und dem T-Knoten S verlaufenden T-Kante. Sdmtliche in G’ verlaufenden Minimal-
schnittbeziehungen der Knoten aus G sind bereits in T" erfasst und fiir G muss keine
weitere Arbeit mehr verrichtet werden.

Ein ungiinstigerer Fall tritt ein, falls Gy zwei Kontraktionsknoten [s] und [¢] enthilt,
welche durch den gleichen Maximalen s-t-Fluss entstanden sind. Thre Blattschnittbe-
ziehungen bilden in L{,, einen minimalen Kreis. Da durch die Flusskomponentenzerle-

gungen der Phase 1 miﬁgimal |[V’| — 1 Blattschnitte bekannt sind, reicht die Kantenzahl
in diesem Fall nicht fiir einen Spannbaum aus. Mit der Spannwaldberechnung ergeben
sich jedoch direkt Kandidaten fiir passende, unbekannte Schnitte, deren Ergebnis die
Baumanzahl im Spannwald sinken l&sst:

Lemma 6.10
Die zur Bestimmung aller Minimalschnittverhéltnisse in Gy ausstehenden Schnitt-
berechnungen verlaufen zwischen den Wurzelknoten eines Spannwaldes von L’Gg.

Besitzt der Spannwald r Wurzelknoten, so sind (r — 1) Schnittberechnungen ausrei-
chend.

Beweis: Dies wird wiederum deutlich, indem der mittels der klassischen Gomory-Hu
Methodik partiell konstruierbare Gomory-Hu-Baum betrachtet wird, welcher durch
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die Ausfithrung der den Spannwald in L/ 2 konstituierenden Schnitte gebildet werden
kann.

Die zur Bildung des vollstdndigen Gomory-Hu-Baums noch ausstehenden Schnitte
sind solche, welche garantiert Knoten des zentralen, alle Wurzelknoten enthaltenden,
Superknotens Z trennen. Diesen Anspruch erfiillen gezielte Minimalschnitte zwischen
diesen Knoten aus Z trivialerweise. Bei Weiterverfolgung der Gomory-Hu-Methode
betrégt die Zahl der notwendigen Schnitte dabei offensichtlich (|Z] — 1) = (r — 1). Da
die Bildung des Spannwaldes iiber LG, die Zahl der Bdume und damit die Zahl der
Wurzelknoten minimiert, minimiert das Vorgehen auch die Zahl der durchgefihrten
Schnitte.

d

Der notwendige Spannwald in L/ 2 lasst sich dabei mit einer Tiefensuche in linearer
Zeit berechnen.

Fiir jeden so zwischen zwei Knoten aus G’y berechneten Minimalen Schnitt muss nun
der Baum T angepasst werden um das gewonnene Ergebnis aufzunehmen. Der Umbau
muss zudem sicherstellen, dass keine bereits vorhandenen Ergebnisse verfalscht werden
und der gerade festgestellte Schnittverlauf in den zukiinftig entstehenden Kontrakti-
onsgraphen ebenso als Blattschnitt auftritt.

6.3.3. Korrekte Umsetzung gewonnener Schnittinformation im zu
konstruierenden Relaxierten Gomory-Hu-Baum

Mit den gezeigten Mitteln lassen sich also fiir jeden Kontraktionsgraphen G’ die noch
benétigten s-t-Schnitte feststellen, um den Gomory-Hu-Baum fiir G’ zu bilden. Von
Interesse ist jedoch die Fertigstellung des globalen Baums 7" zum relaxierten Gomory-
Hu-Baum fiir G. Dieser reprisentiert alle bekannten, in L gespeicherten, und zur Be-
stimmung der noch benétigten Schnitte eingesetzten globalen Schnittverldufe bereits
korrekt.

Unter moglichst minimalen Anderungen muss die nun neu erhaltene Information
einbezogen werden, ohne die bereits darin wiedergespiegelten Schnitte zu verdndern.

Wiirde es sich bei T um einen klassischen Gomory-Hu-Baum fiir G handeln, wi-
ren umfangreichere Architekturdnderungen notwendig, welche Wissen iiber sdmtliche
Schnittverhéltnisse in G vorraussetzen. Stattdessen ist die Modifikation in einem re-
laxierten Gomory-Hu-Baum durch den Einsatz Leerer Knoten allein unter Einbezug
einer lokalen Umgebung in 7" méglich.

Die Kontraktionsknoten fiir einen Kontraktionsgraphen G's, welcher auf Basis eines
T-Knotens S gebildet wurde, repréisentieren die Originalknotenmengen der in 7" stern-
formig von S abgehenden Teilbdume. Direkt im Anschluss an Phase 1 des Algorithmus
besteht T noch vollstandig aus Superknoten. Spéter kann S ebenso ein Leerer Knoten
sein.

In den weiteren Ausfiihrungen wird zur Anschauung wiederum LG, als auf G
ibertragener, relevanter Teilgraph von L verwendet. Sdmtliche Modlﬁkatlonen werden
vom Algorithmus natiirlich auf dem Originalgraphen L durchgefiihrt.
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Wird vorausgesetzt, dass Gg maximal einen Originalknoten b enthélt, so sind fiir
den Schnittverlauf zwischen Wurzelknoten eines Spannwalds aus L/ 2 verschiedene
Ausprigungen moglich:

Behandlung neu entdeckter Blattschnitte

Zum Einen, kann flir einen im Spannwald von L’G,g als Baumwurzel fungierenden Kon-
traktionsknoten [e;] und einen zweiten Baumwurzelknoten b aus G’ ein Minimaler
[e1]-b-Schnitt der Form {[e;]} gefunden werden. In diesem Fall ist keine Adaption von
T notwendig.

Korrektheit: Die bereits vorhandene T-Kante zwischen dem in [e;] zusammengefass-
ten Teilbaum und dem T-Knoten S trigt bereits den Wert cgr, ([e1]) und stellt sowohl
den Schnittverlauf, als auch den Schnittwert vollsténdig dar. Die zusétzliche Informa-
tion wird lediglich als gerichtete Kante in L aufgenommen und ermdoglicht im auf G
abgebildeten Teilgraphen L/ 2 das Verschmelzen zweier Biume des Spannwalds.

Schnitt b - [e,] vorher nachher

Abbildung 24: Umsetzung von Kontraktionsknoten-Blattschnitten

Anders liegt der Fall, falls fiir den unkontrahierten Knoten b mit {b} ein Minimaler
Schnitt zu einem anderen Knoten [e;] in G’y gefunden wird. Da S vor dieser Feststellung
als Mittelpunkt einer Sternstruktur im Baum 7T fungiert, der alle restlichen Knoten des
Graphen in einer Schnittmenge zusammenfassende Schnitt ({b}, V'\ {b}) so aber nicht,
wie gefordert, durch eine einzige Kante reprisentiert werden kann, muss 7' adaptiert
werden.

Ein korrektes Vorgehen besteht im Einfiigen eines Leeren Knotens O an Stelle von S,
welches als weiteres Blatt an O angefligt wird. Die verbindende Kante (in Abbildung 25
die Kante e3) tragt den Wert des b-Blattschnitts.

Korrektheit: Im resultierenden Baum sind nur solche Pfade von und zu S, dem
Superknoten von b, verindert worden. Da diese nur um die neue Kante es verlin-
gert wurden, sind durch bestehende Kanten kodierte, eventuell vorhandene kleinere
Schnitte zwischen b und anderen Knoten in G weiterhin auf diesen Pfaden minimal.

Durch den Umbau, verdndert sich der fiir den Zentrumsknoten der T-Verzweigung
(vormals S nun O) bildbare Kontraktionsgraph. In diesem tritt b fortan nur noch im
Kontraktionsknoten [b] kontrahiert auf (welcher jedoch ausschlieflich b enthélt).

Dessen soeben festgestellte Blattschnittbeziehung wird durch eine neue Kante e — €3
in L festgehalten. Sie verbindet die beiden Spannwaldwurzeln und fithrt zur Abnahme
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Schnitt b - le,] vorher nachher

Abbildung 25: Umsetzung von Blattschnitten des unkontrahierten Knotens

der Baumzahl des Spannwaldes in L’G,O fiir den zukiinftigen Kontraktionsgraphen G{,.

Ahnliches gilt fiir die Kante e3 — b, ist jedoch fiir die Berechnung unnétig, da der
Knoten S nun in T ein Blatt ist und kein Kontraktionsgraph mehr fiir ihn gebildet
wird.

In L vorher auf b verweisende Kanten, miissen nun auf den Kantenknoten der neu
eingefiigten T-Kante e3 adaptiert werden, da in G{, der Kontraktionsknoten [b] den
in ihn aufgenommenen Knoten b als Zielpunkt jeder vorher auf b verweisenden Blatt-
schnittbeziehung beerbt (siehe Abschnitt 6.3.1).

Behandlung nicht-trivialer Schnittverlaufe

Der komplizierteste Fall liegt vor, falls der gefundene Minimale Schnitt in GY fiir
keinen der beteiligten Knoten einem Blattschnitt entspricht. Der T-Knoten S, bildet zu
diesem Zeitpunkt die gemeinsame Wurzel aller von ihm ausgehenden Teilbdume. Dieses
Verhiltnis kann nun nicht weiter aufrecht erhalten werden, da eine Kante eingefiigt
werden soll, deren Entnahme zu einer Partition fiihrt, deren Partitionsmengen beide
mehr als einen der Teilbdume umfassen.

Als Losung wird in T erneut ein Leerer Knoten O eingefiigt, die Knoten S und T
mit einer den Schnittwert tragenden Kante verbunden und den ehemals sdmtlich von
S ausgehenden Teilbdumen entweder S oder O als neuer Wurzelknoten zugeteilt.

Die Zuweisung erfolgt gemaf des Schnittverlaufs in GY%. Dieser gliedert die Kon-
traktionsknoten von G’ in zwei Mengen. Ist S kein Leerer Knoten, so enthilt eine der

Schnitt b - le,] vorher nachher

GEGED

©®O®®
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Abbildung 26: Umsetzung nicht-trivialer Schnittverlaufe
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Schnittmengen den zu S gehérenden unkontrahierten Knoten b € V. In diesem Fall ver-
bleiben die von den Kontraktionsknoten dieser Schnittmenge vertretenen 7-Teilbdume
an S, alle anderen werden an O angehangen.

Ist S ein Leerer Knoten, so ist frei wihlbar welcher der beiden T-Knoten welche
Schnittmenge vertreten soll. Um die notwendigen Adaptionen zu minimieren ist es
vorteilhaft in diesem Fall die zur kleineren Schnittmenge gehdrenden Teilbdume O
zZuzuweisen.

Korrektheit: Dieses Vorgehen spiegelt die neu gewonnene Schnittinformation kor-
rekt im relaxierten Gomory-Hu-Baum wieder. Fiir jede der Kanten auf einem Pfad
zwischen, durch den auf G projezierten Schnitt, nicht getrennten Knoten, sind Wert
und iiber V induzierte Partition unverdndert geblieben. Ausschlieflich die Pfade zwi-
schen getrennten Knoten wurden durch die neue T-Kante verlangert. Durch den Wei-
terbestand aller vorher vorhandenen Kanten, ist die weitere Reprisentation eventuell
vorhandener kleinerer Schnitte zwischen Knoten beider Seiten gewéhrleistet.

Es bleibt zu klaren, wie sich der Fund eines nicht-trivialen Schnittverlaufs auf die
Auswahl weiterer Schnittpartner auswirkt. Durch das Einfligen des Leeren Knotens O
und die Aufteilung der T-Teilbdume zu nun zwei verschiedenen (miteinander verbun-
denen) Wurzelknoten in T, existieren fiir S und O natiirlich auch vom urspriinglichen

's abweichende Kontraktionsgraphen. Diese sollen G% und G¢, heiften.

In beiden ist die jeweils andere Schnittmenge von G zu einem neuen Kontrakti-
onsknoten [O] bzw. [S] zusammengefasst, dessen Teilbaum von der zwischen S und O
eingefiigten T-Kante eingeleitet wird. Jeder besitzt eine minimale Blattschnittbezie-
hung zum in seinem Kontraktiongraphen verbliebenen Endpunkt des nicht-trivialen
Minimalen Schnitts. Zusétzlich beerbt er geméf Abschnitt 6.3.1, alle in ihm kontra-
hierten Knoten in ihrer Funktion als Zielpunkt bereits bekannter Blattschnitte.

Die Ubertragung dieser neuen Situation auf den Blattschnittbeziehungsgraphen L
entspricht den bereits wihrend jeder Superknotenteilung in Phase 1 angewandten
Schritten:

Fiir die neu entstandene T-Kante wird ein Kantenknoten aufgenommen und von die-
sem in Richtung der Endpunkte des Minimalen Schnitts verweisende L-Kanten hinzu-
gefiigt. Schliefflich wird fir die bestehenden Kanten im fiir G’ relevanten Teilgraphen
von L iiberpriift, ob die Vertreter der beiden inzidenten Knoten durch den Minimalen
Schnitt in G’ getrennt wurden. In diesem Fall ersetzt der neue Kantenknoten das
urspriingliche Ziel der L-Kante.

Mit Hilfe der auf G5 und G tibertragenen Teilgraphen L, und L, von L kénnen
die weiter ausstehenden Schnittberechnungen in beiden neuen Kontraktionsgraphen
identifiziert werden. Die dabei auftretenden Szenarien und deren Behandlung decken
sich mit den in diesem Abschnitt bereits vorgestellten Féllen fiir G'.

Zu bemerken bleibt noch, dass fiir jeden in Algorithmusphase 2 notwendigen, expli-
zit, berechneten Minimalen s-t-Schnitt, maximal ein weiterer Leerer Knoten und eine
weitere Kante in den relaxierten Gomory-Hu-Baum eingefiigt werden miissen.
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6.4. Gesamtzahl notwendiger Schnittberechnungen

Offen ist noch immer die Frage, wie viele Schnitte nun in Phase 2 noch explizit be-
stimmt werden miissen und zu welcher Gesamtanzahl von Maximalflussberechnungen
sich dies iiber beide Algorithmusphasen summiert.

Um dies zu analysieren ist u.A. folgendes Lemma hilfreich:

Lemma 6.11

Wird wahrend oder direkt nach Abschluss von Phase 1 des vorgestellten Algorith-
mus, der Kontraktionsgraph G fiir einen beliebigen Knoten S aus T' gebildet und
der fiir G’y relevante - durch die S zugeordneten Koten aus V und die Kantenknoten
der zu S inzidenten T-Kanten induzierte - Teilgraph von L analysiert, so existieren
dort keine Kreise mit mehr als 2 Kanten.

Beweis: Zu Beginn der Phase 1 ist L noch vollstindig kantenlos und das Lemma gilt
offensichtlich.
Mit jeder Flusskomponentenzerlegung werden nun die folgenden Schritte ausgefiihrt:

1. Es werden neue Kanten in T eingefiigt und somit neue Kantenknoten in L auf-
genommen.

2. Bestehende L-Kanten, deren Quelle und Ziel durch die Zerlegung getrennt wur-
den, werden modifiziert. Neues Ziel ist einer der neu eingefiigten Kantenknoten.

3. Um die im Fluss gefundenen Schnitte zu représentieren, werden von den neu-
en Kantenknoten ausgehende Kanten in L eingefiigt. Sie kdnnen verschiedene
Zielknoten besitzen:

a) Einen anderen neuen Kantenknoten, dessen Kante in 7' zum selben Su-
perknoten inzident ist. Je inzidentem Superknoten kann es héchstens einen
solchen Partner geben. Gleichzeitig gibt es von dort eine weitere in die Ge-
genrichtung weisende Kante, so dass ein Minimalkreis entsteht.

b) Einem Endpunkt s € V des Maximalen Flusses (in Phase 1 werden aus-
schliefslich Fliisse zwischen unkontrahierten Knoten berechnet). Die Knoten
der Menge V besitzen keine Auswirtskanten in L.

Da maximal zwei der neuen T-Kanten zu einem Knoten S inzident seien kdnnen,
kann zwischen den Kantenknoten des fiir G relevanten Teilgraphen durch neu einge-
fiigte Kanten hochstens ein Minimalkreis erzeugt werden (Punkt 3a). Neue L-Kanten
zu Knoten aus V kénnen keinen Kreis schliefsen, da von ihrem Zielpunkt keine weiteren
Kanten ausgehen (Punkt 3b).

Schlieflich fiihren modifizierte L-Kanten ausschliefslich von bestehenden zu neuen
Kantenknoten (Punkt 2), es werden jedoch niemals Kanten von neuen zu bestehenden
Kantenknoten eingefiigt. Somit kann sich auch hier kein Kreis schliefsen.

O



6. Theoretische Motivation der Flusskomponentenzerlegung 55

Nun l&sst sich folgende Aussage zur maximalen Anzahl notwendiger Berechnungen
treffen:

Lemma 6.12

Mit der vorgestellten Methodik sind zur Berechnung aller Minimalschnittbeziehun-
gen zwischen Knoten des Graphen G hochstens (n — 1) Maximalflussberechnungen
notwendig.

Beweis: Prinzipiell ist die Gesamtberechnung abgeschlossen, sobald jeder Knoten
S in T nur noch maximal einen Originalknoten aus V vertritt und in den bekannten
Blattschnittbeziehungen des Kontraktionsgraphen zu S ein vollstdndiger Spannbaum
identifizierbar ist.

Die vollsténdige Aufspaltung der Knotenmenge V' geschieht in Phase 1 mittels
1 <z < (n—1) Maximalflussberechnungen. Dabei muss es (n — 1) — z Mittelkompo-
nenten gegeben haben, welche weder Quell- noch Zielknoten des Flusses beinhalteten.

Sind wahrend Phase 1 des Algorithmus Maximalflussberechnungen ausschliefslich
zwischen Originalknoten aus V' durchgefiihrt worden, so war die Giiltigkeit dieser Zer-
legungen grundsatzlich garantiert.

Wird fiir einen Knoten S aus Baum T der Kontraktionsgraph G's = (V’, E') gebildet
und die in diesem bereits bekannten Blattschnittbeziehungen mittels L’G,S analysiert,
so verfiigt jeder Kontraktionsknoten {iber genau eine auf einen anderen Knoten des
Kontraktionsgraphen verweisende Blattschnittbeziehung.

In diesen Beziehungen bestehen nur fiir sehr bestimmte Kontraktionsknoten Kreise.
Dabei handelt es sich um Kontraktionsknoten fiir von S ausgehende Teilbdume von T,
deren einleitende T-Kanten durch die gleiche Flusskomponentenzerlegung entstanden
sind. Es muss sich also bei allen nicht in diesen beiden Kontraktionsknoten zusam-
mengefassten Originalknoten von V' um eine Mittelkomponente der entsprechenden
Flusskomponentenzerlegung gehandelt haben.

Gemifs Lemma 6.11 kann es direkt im Anschluss an Phase 1 in einem Kontraktions-
graphen keine anderen als solche, durch die Bildung von Mittelkomponenten hervor-
gerufene, minimalen Kreise in den Blattschnittbeziehungen geben.

Existiert zu Beginn von Phase 2 in den Blattschnittbeziehungen von G’ keine solche
Minimalkreisbeziehung, so muss ein Spannbaum in L/ ar, vorhanden sein, da G’g nur

noch maximal einen Originalknoten enthilt und fiir samthche restlichen Knoten (es
handelt sich nur noch um Kontraktionsknoten) jeweils mindestens eine Auswértskante
in L’G,S bekannt ist.

Je existierendem Minimalkreis erh6ht sich die Zahl der Bdume im Spannwald von
Ly, , um maximal einen, da die minimal zur Verfiigung stehende Kantenzahl von |V’|—
in dlesem Fall nicht ausreichen kann um Zusammenhang herzustellen.

Wird angenommen, dass nach Abschluss von Phase 1 sdmtliche gemeinsam ent-
standenen und bei ihrer Entstehung zu einem gemeinsamen Superknoten inzidenten
T-Kantenpaare weiterhin zueinander adjazent sind, gibt es je gebildeter Mittelkompo-
nenten einen Kreis in den Blattschnittbeziehungen eines Kontraktionsgraphen. Insge-
samt gibt es so also maximal ((n — 1) — z) Kreise. In Phase 2 kénnen keine weiteren
Mittelkomponenten entstehen, da hier auf Mehrfachzerlegung verzichtet wird.
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Jede Schnittberechnung in Phase 2 senkt nun die Gesamtzahl von Spannwaldbdumen
um eins ab:

Ist aufgrund des Schnittverlaufs keine Adaption von T' nétig, so wird einzig eine
neue L-Kante eingefiigt, welche zwei Baumwurzeln im Spannwald von L/G’s verbindet.

Musste ein neuer Leerer Knoten O in T eingesetzt werden, existieren statt G in
Zukunft zwei verschiedene Kontraktionsgraphen G’ und Gy, in denen ein neuer Kon-
traktionsknoten die jeweils gegeniiberliegende Schnittmenge zusammenfasst. Vom zur
S und O verbindenden T-Kante e,, gehtrenden Kantenknoten in L werden L-Kanten
zu den vorher als Schnittpartner genutzten Wurzelknoten eingefiigt. Damit sinkt die
summierte Zahl der Biume fiir die Spannwilder beider relevanten L-Teilgraphen L’G,S

und L/ . um eins gegeniiber der Baumzahl im urspriinglichen L’GWS .
C

Phase 2 verlangt somit im Maximum ((n — 1) — z) Maximalflussberechnungen, wo-
durch sich insgesamte eine maximale Ausfiihrungszahl von z + ((n — 1) — z) ergiebt.

O

Dies entspricht dem von Gomory und Hu festgestellten Wert. Gegeniiber dem tra-
ditionellen Gomory-Hu Verfahren sind jedoch viele dieser Schnitte auf kleineren Pro-
bleminstanzen bestimmt worden.

Die Maximalzahl von (n — 1) Schnittberechnungen muss jedoch nicht immer voll-
stindig ausgeschépft werden.

Einsparung von Schnittoperationen Es seien e; und e;41 zwei durch die gleiche Ma-
ximalflussberechnung in Phase 1 entstandene T-Kanten, welche zum selben T-Knoten
S inzident sind und sei G’ der aus S bildbare Kontraktionsgraph. Werden die Kon-
traktionsknoten [e;] und [e;41], welche die durch e; bzw. e; 1 eingeleiteten Teilbdume
in G reprisentieren, durch eine giiltige nachfolgende Maximalflussoperation in ver-
schiedenen Flusskomponenten positioniert, so wird eine explizite Schnittberechnung
zwischen [e;] oder [e;41] und einem dritten Knoten eingespart (vgl. Abbildung 27).
In Gy war fiir [e;] und [e;41] in beide Richtungen eine minimale Blattschnittbezie-
hung (und somit ein Kreis in L}, ) bekannt. Nach der nun anstehenden Adaption von

T, insbesondere der Tatsache, dass e; und e;;; nun keinen gemeinsamen 7-Knoten
mehr besitzen, existiert kein Kontraktionsgraph mehr, in welchem durch beide Kanten
ein Kontraktionsknoten gebildet wird.

Seien G} und G}, die Kontraktionsgraphen, welche nach der Modifikation durch
die beiden in T" n&her zusammenliegenden Endpunkte von e; und e;; gebildet werden
konnen. In G existiert noch immer [e;] und in G7, | existiert weiter [e;11]. Der ehema-
lige Schnittpartner ist jedoch in beiden Graphen durch einen Kontraktionsknoten [e,]
vertreten, der wesentlich mehr Knoten in sich vereint. Dessen Blattschnittbeziehung
verweist garantiert auf einen dritten Knoten, welcher im [e;] und [e;+1] in G’ trennen-
den Minimalen Schnitt als Endpunkt diente. Zusdtzlich beerbt [e.] in G und G,
jeweils den ehamaligen Schnittpartner als Zielpunkt der Blattschnittrelation von [e;]
und [e;+1] (siehe zweiter Teil des Beweises zu Lemma 6.7).

Bei der Einschétzung der Schnittbeziehungen fiir G} und G ; kénnen [e;] und [e;11]
nun beide als garantierte Blétter eines Gomory-Hu-Baums angenommen werden und
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Abbildung 27: Einsparung einer Schnittoperation: a-b-Schnitt trennt e;,e;y; und er-
moglicht gleichzeitige Nutzung beider vorher bekannten Blattschnitt-
beziehungen.

die sonst in einem gemeinsamen Kontraktionsgraphen zusétzlich notwendige Schnitt-
berechnung kann entfallen.

Auftreten des Einsparungseffekts Ein solcher vorteilhafter Nebeneffekt, kann in bei-
den Phasen des Algorithmus auftreten. Wihrend der Flusskomponentenzerlegungen,
geschieht dies, sobald zwei durch die selbe Zerlegung entstandene Kontraktionsknoten
in verschiedenen Komponenten eines nachfolgend berechneten, mindestens gleichteu-
ren Flusses enden.

Wihrend der Durchfithrung verbliebener Schnittoperationen in Phase 2, kdnnen
zwel zusammengehdrende Kontraktionsknoten durch einen nichttrivialen Schnitt zwi-
schen einem anderen Knotenpaar des Kontraktionsgraphen getrennt werden. Kiinftige
Berechnungen werden auch in diesem Fall auf zwei weiter kontrahierten Versionen
durchgefiihrt, wobei die nun getrennten Kontraktionsknoten in beiden als Blatt eines
Gomory-Hu-Baums fiir den Kontraktionsgraphen feststehen.

Lemma 6.13

Zur Feststellung von Minimalschnittwert und -verlauf zwischen jedem Knotenpaar
des Graphen G, sind mit Hilfe der vorgestellten Methodik im Minimum (1 + [252])
Maximalflussberechnungen ausreichend.

Beweis: Zwei durch die selbe Flusskomponentenzerlegung entstandene und zum sel-
ben Knoten inzidente Kanten des Baums T seien im Nachfolgenden als Kantenpaar
bezeichnet. Die im Kontraktionsgraphen des gemeinsamen T-Knotens auftretenden
Kontraktionsknoten, welche die mit den jeweiligen Kanten beginnenden Teilbdume
von T in sich vereinen, seien ein Paar von Kontraktionsknoten. Eine Komponente ei-
ner Flusskomponentenzerlegung, welche weder Quell- noch Zielknoten enthélt ist eine
Mittelkomponente.
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(a) Optimalfolge: s-t, a-b, c-d (b) Optimalfolge: I;-r;, a-b

Abbildung 28: Beispielgraphen optimaler Schnittfolgen in Phase 1

Wihrend der Algorithmusphase 1 besteht das Einsparungspotential in Kantenpaa-
ren, deren gemeinsamer Superknoten S noch zwei oder mehr Knoten aus V' vertritt,
da ein Maximalfluss zwischen diesen im Kontraktionsgraphen zu S auch die Kontrak-
tionsknoten des Kantenpaars trennen konnte. In diesem Fall wiirde sich eine spétere
Maximalflussoperation eriibrigen.

Es ist moglich, dass direkt mit der ersten Flussberechnung der Phase 1 die Ma-
ximalzahl von L";QJ Mittelkomponenten mit exakt zwei Knoten auffinbar sind ist.
Der Quell- und der Senkenknoten sind dabei in ihrer Komponente als einziger Kno-
ten vertreten und bei ungerader Knotenzahl n existiert noch eine dritte einelementige
Komponente. Im Optimum sind in einem solchen Fall nachfolgend nur [”772] Schnitt-
berechnungen notwendig, jeweils eine pro Mittelkomponente. Bei ungerader Knoten-
zahl n findet eine der Berechnungen in Phase 2 fiir die einelementige Mittelkomponen-
te statt. Die Schnittverliufe der Ubrigen miissen jeweils die Kontraktionsknoten aus
der ersten Zerlegung trennen. Summiert verlangt ein solches Szenario nach minimal
1+ [252] Maximalflussoperationen. Abbildung 28(a) zeigt einen Beispielgraphen mit
zugehoriger Schnittfolge.

Durch Phase 1-Verldufe die von diesem Extrem abweichen, lassen sich keine zuséitz-
lichen Schnitte einsparen:

e Sind mehr als ein Knoten in einer Quell- oder Zielkomponente versammelt, so
bietet sich kein Einsparungspotential, da ein Fluss zwischen diesen Knoten spiter
keine Kontraktionsknoten fiir ein Kantenpaar des aktuellen Flusses trennen kann;
trivialerweise deswegen, weil fiir die Quell- und Zielkomponente keine zweite
Kante existiert.

o Jede entstehende einelementige Mittelkomponente zieht eine weitere Schnittbe-
rechnung in Phase 2 nach sich.

e Jede entstehende Mittelkomponente mit mehr als zwei Knoten aus V', erfordert
mehr als eine zusdtzliche Minimalschnittberechnung um weiter zerlegt zu werden.
Allerdings ist es unter Umsténden moglich dort das gerade entstandene Kontrak-
tionsknotenpaar mit denen weiterer Zerlegungen im selben Kontraktionsgraphen
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zU positionieren und spéter gleichzeitig trennen zu lassen. Der zusétzliche Schnitt
wird dann durch die Einsparung eines anderen Schnittes aufgewogen, das erreich-
bare Minimum wird jedoch nicht gesenkt.

Der Extremfall eines solchen Verlaufs tritt ein, falls vor der letzten Schnittberech-
nung in Phase 1 sdmtliche Kanten von T jeweils paarweise entstanden und zu einem
gemeinsamen Superknoten inzident sind. Dieser enthilt als Einziger noch zwei Knoten
aus V. Einen solchen Graphen zeigt Abbildung 28(b). Um dieses Szenario zu erzeugen,
sind vorher [”7’2] einzelne Flussberechnungen notwendig. Diese besitzen mdglichst
drei Komponenten, wobei Quell- und Zielknoten jeweils als Blattschnitt abgetrennt
werden. Tritt der Optimalfall ein und lassen sich die beiden im Superknoten verblie-
benen Knoten auf eine solche Art und Weise trennen, dass auch sdmtliche Paare von
Kontraktionsknoten separiert werden, so wird nur noch diese eine Zerlegung benotigt
und es stehen keine weiteren Schnittoperationen aus. Auch hier betrigt die Gesamtzahl
an Flussoperationen 1+ [252].

Um Schnittberechnungen wihrend Phase 2 des Algorithmus’ einsparen zu konnen,
ist es offensichtlich ebenso wichtig, wihrend Phase 1 mehrere Kantenpaare am selben
Superknoten zu benachbarn. Da zur Bildung jedes Paares eine Maximalflussberech-
nung zwingend erforderlich ist, entspricht die Anzahl der Paare aber auch der Anzahl
der in jedem Fall durchzufiihrenden Operationen. Andererseits werden, bei Vorhan-
densein von ¢ Paaren, dann im Optimum durch einen nicht-trivialen Schnitt auch i — 1
weitere Berechnungen unnétig.

Fiir maximale Einsparungen ist also wieder ein Baum 7T geeignet, in dem sémtliche
Kantenpaare zum selben Superknoten inzident sind, so dass danach im Optimum nur
noch eine einzige Folgeoperation notwendig ist. Jede Zerlegung in Phase 1 muss mog-
lichst (bei ungeradem n garantiert) 3 Komponenten besitzen, von denen es sich bei
zweien immer um Blattschnitte des Quell- und des Senkenknotens handeln.

Jeder Schnitt trennt also zwei Knoten aus dem zu Beginn alle Knoten aus V' ent-
haltenden Superknoten. Zusitzlich ist bekannt, dass der Superknoten am Ende der
Flusskomponentenzerlegung exakt einen Knoten enthélt. Die Menge von n = |V| Kno-
ten lisst sich so in minimal [251] Operationen zerlegen; insgesamt sind in diesem Fall
also 1+ [251] Berechnungen notwendig.

O

Es ist anzumerken, dass ein Algorithmusverlauf, welcher die volle Anzahl von (n—1)
Maximalflussberechnungen ausschopft, die Existenz einer alternativen Fluss- bezie-
hungsweise Schnittfolge nicht ausschlieft, durch die Berechnungen hitten eingespart
werden kénnen. Im schlechtesten Fall, ist fiir den Graphen in Abbildung 28(a) ebenso
eine Schnittfolge a-b, c-d, s-a, b-c, d-t moglich.

Um die spitere Trennung von Kontraktionsknoten durch nicht-kleinere Schnitte zu
ermoglichen, wire es insbesondere von Vorteil zuerst solche Fliisse mit kleinem Wert
und vielen Fluskomponenten zu berechnen zu kénnen. Die Tatsache, dass die haupt-
séchlich in frithen Stadien des Algorithmus zur Flussberechnung eingesetzten Maxi-
malen Adjazenzordnung vor allem schwach zusammenhingende Knotenpaare identifi-
zieren, kommt dieser Anforderung entgegen. Der Effekt ist gut in den durchgefiihrten
Experimenten auf Zufallsgraphen zu beobachten (vgl. Abschnitt 8.4.2).
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(b) T nach Abschluss Phase 1 — (¢) T nach Abschluss Phase 2 —
Durchgefiihrte Schnitte: s-t Durchgefiihrte Schnitte: a-{s}, b-{t}

Abbildung 29: Entstehung eines Relaxierten Gomory-Hu-Baums mit max. Knotenzahl

6.5. Knotenzahl des Relaxierten Gomory-Hu-Baums

Lemma 6.14

Ein mittels der vorgestellten Methodik berechneter Relaxierter Gomory-Hu-Baum
besitzt zwischen n und 2n — 2 Knoten und demnach zwischen n — 1 und 2n — 3
Kanten.

Beweis: Am Ende der Algorithmusphase 1 besteht der Baum T' aus n Superknoten
welche jeweils genau einen Knoten aus V' vertreten. Je Schnittoperation der Phase 2
kann hier hichstens ein Leerer Knoten hinzukommen (vgl. Abschnitt 6.3.3).

Das Maximum in der in Phase 2 auszufiihrender Schnittberechnungen wird erreicht,
falls in Phase 1 die erste (und einzige) Maximalflussberechnung zu einer Zerlegung
in n Flusskomponenten mit je einem Knoten fiihrt und es widhrend der folgenden
Schnittberechnungen zu keiner der im vorigen Abschnitt beschriebenen Einsparungen
kommt. Ein solcher Verlauf benétigt noch einmal (n — 2) Schnitte und ist beispielhaft
in Abbildung 29 dargestellt.

Damit ergibt sich die angegebene Maximalzahl der Knoten. Die Kantenzahl folgt
trivial gemafs der Baumtopologie.

O
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7. Implementierung

7.1. Uberblick

Fiir die praktische Erprobung der in den vorangegangenen Abschnitten aufgestell-
ten theoretischen Ergebnisse, wurde eine Implementierung in der Programmiersprache
C-++ unter GNU /Linux vorgenommen. Diese wurde arbeitsbegleitend mittels Doxygen
dokumentiert.

Bestandteil der Implementierung sind zum Einen die benétigten Teilalgorithmen und
Datenstrukturen fiir den klassischen Gomory-Hu-Algorithmus und die besprochenen
neuen Kandidaten, zum Anderen eine Auswahl von Formatkonvertern fiir gespeicherte
Graphen und mehrere Graphgeneratoren, auf die Abschnitt in 8.2.2 noch ausfiihrlicher
eingegangen werden soll.

Es wurde grofer Wert darauf gelegt, keinen der Algorithmen unfair zu benachtei-
ligen. Inshbesondere sind die verwendeten Unteralgorithmen identisch und Detailopti-
mierungen jeweils fiir simtliche Kandidaten durchgefiihrt worden.

Die Implementierungergebnisse liegen dieser Arbeit in elektronischer Form bei. Im
Weiteren sollen nun Losungen fiir wichtige Teilprobleme herausgegriffen und gesondert
vorgestellt werden.

7.2. Implementierung wichtiger Teilprobleme
7.2.1. Kontraktion / Vollkontraktion

Die Graphkontraktion spielt sowohl im klassischen Gomory-Hu-Algorithmus als auch
in der in Abschnitt 5.3 vorgestellten Modifikation eine zentrale Rolle. Wie bereits die
Tatsache der Entwicklung des Gusfield-Agorithmus zeigt, verkompliziert sie jedoch
ebenso die Implementierung.

Um die kontrahierten Knoten eines Graphen zu verwalten, wird dabei prinzipiell
eine Union-Find-Datenstruktur eingesetzt. Jeder Knoten besitzt eine eindeutige ID
im Intervall 0 bis (n — 1). Desweiteren existieren zwel Felder rep und member mit
Dimension n.

Die in einem gemeinsamen Kontraktionsknoten zusammengefassten Originalknoten
besitzen jeweils einen gemeinsamen eindeutigen Reprisentantenknoten aus ihrer Men-
ge. Im Feld rep sind entsprechende Verweise auf die ID des Représentanten, baumfor-
mig organsiert, gespeichert. Der Reprasentant des Knoten mit ID i findet sich so durch
Zugriff auf Position i des Feldes, was einen Knoten liefert welcher in der Baumstruktur
niher am Représentanten liegt. Ist durch wiederholten Zugriff ein Knoten gefunden
worden, dessen rep-Eintrag seiner eigenen ID entspricht, so handelt es sich um den
Repriésentantenknoten seiner Knotenmenge. Dies trifft in einem unkontrahierten Gra-
phen fiir jeden Knoten zu.

Wie von einer Union-Find-Struktur gewohnt kann bei der Riickverfolgung eines sol-
chen Weges von einem Knoten zu seinem Représentanten eine Pfadverkiirzung vor-
genommen werden, um weitere Zugriffe zu beschleunigen und Kosten amortisieren zu
kénnen. Die gewthnliche Pfadtiefe liegt jedoch bei Eins, worauf folgend noch einge-
gangen wird.
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Abbildung 30: Datenstrukturen Knotenkontraktion

Um alle Knoten, welche durch einen gemeinsamen Kontraktionsknoten vertreten
werden, aufzéhlen zu konnen, sind die Mitglieder einer solchen Menge {iber Verweise im
member Array wie in einer linearen Liste organisiert. Vom Représentanten der Menge
ausgehend verweist das Feld jeweils auf die ID des nichsten Mengenangehorigen bzw.
auf den aktuellen Knoten selbst, falls kein weiterer Angehériger existiert.

Ein Kontraktionsvorgang von zwei Knoten a und b besteht in einer einfachen Zuwei-
sung der ID von a an die entsprechende rep-Position des Knoten b und invalidiert das
member Array. Da ein Neuaufbau Gesamtkosten von O(n) verursacht, sind Kontrakti-
onsanweisungen zu biindeln, bevor neue Mitgliedschaftabfragen vorgenommen werden.
Auf die sonst tiblichen Z&hler fiir die Mitgliederzahl einer Menge wurde verzichtet, da
Einzelknotenkontraktion in der vorliegenden Implementierung dufierst selten eingesetzt
wird und der sonst nétige Speicherplatz so eingespart werden kann.

Im Gegensatz zur in den Implementierungen anderer Graphenalgorithmen vorkom-
menden hiufigen und inkrementellen Einzelknotenkontraktion, wird fiir die vorliegen-
den Gomory-Hu-Baum-Algorithmen jedoch gréfitenteils der gesamte Graph auf Ba-
sis des [Relaxierten] Gomory-Hu-Baums und eines Superknotens S kontrahiert. Dabei
werden die in den Superknoten des Baums verwalteten Knotenmengen einmalig durch-
laufen und je von S abgehendem Teilbaum kontrahiert. Eine maximale Pfadtiefe im
rep-Feld von Eins, kann trivial gewéhrleistet werden, indem der zuerst auftretende
Originalknoten je Teilbaum direkt beim Mengendurchlauf fiir alle weiteren Knoten als
Reprasentant eingesetzt wird. Nach dieser Mengenkontraktion ist wiederum ein Neu-
aufbau des member Arrays notig, insgesamt liegen die Laufzeitkosten in O(n). Nach
jeder solchen Kontraktionsoperation bleibt der Graph fiir léingere Zeit stabil und eine
Reihe von Arbeitsschritten werden auf ihm ausgefiihrt.

Im Verlaufe der folgenden Berechnung kommt es auf dem kontrahierten Graphen
sehr haufig zur Iteration iiber alle Kanten eines Kontraktionsgraphen. Ein solcher Zu-
griff kann wihrend der Programmierung leicht mittels eines Iterators abstrahiert wer-
den, intern muss ein solcher jedoch sdmtliche Knoten einer Kontraktionsknotenmenge
durchlaufen und fiir jede der im Originalgraphen vorhandenen Kanten entscheiden ob
diese im Kontraktionsgraphen sichtbar ist oder nicht. Zusétzlich verwandelt die Kon-
traktion den Graphen in einen Multigraphen mit parallelen Kanten, da diese wihrend
der Kontraktion bisher noch nicht zusammengefasst wurden.

Ist dieser Aufwand bei gering kontrahierten Graphen noch minimal, macht er auf
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stark kontrahierten Versionen den eigentlichen Einsparungseffekt fiir nun unnétige
Kantenbesuche zu nichte. Zu diesem Zweck wurde der Implementierung eine zweite
Kontraktionsstufe, die Vollkontraktion, hinzugefiigt, welche ab einem parametrisier-
baren Kontraktionsfaktor fiir die im Graphen verbliebenen Knoten (Originalknoten
und Reprasentanten) Ersatz-Inzidenzlisten anlegt, in welchen sdmtliche Multikanten
zusammengelegt und Eigenschleifen entfernt wurden. Der hierfiir einmalig anfallende,
zusétzliche Aufwand von O(n + m) Schritten amortisiert sich durch die im Anschluss
erzielten Einsparungen.

7.2.2. Implementierung Maximalflussalgorithmus

Fiir die Implementierung des eingesetzten Maximalflussalgorithmus, wurde der Push-
Relabel-Algorithmus nach Goldberg und Tarjan [GT88] ausgewéhlt. Dieser liegt in der
verwendeten Variante mit einer worst-case Laufzeitabschéitzung von O(n?) zwar deut-
lich iiber den in [GR98] gezeigten moglichen Grenzen von O(nmlogn) beziehungsweise
O(min(n3, m2)mlog(n?/m)log(U)) fiir ganzzahlige Kantengewichte bis U, ist jedoch
vergleichsweise einfach zu implementieren.

Zusétzlich zeigen die in [AKMO97] gemachten Erfahrungen, dass die zum Errei-
chen einer besseren Laufzeitabschitzung eingefithrten Datenstrukturen hiufig zu einer
Erhoéhung der durchschnittlichen Laufzeiten fithren. Die Verdffentlichung gibt neben
einem umfassenden Uberblick zum Entwicklungsstand der Maximalflussalgorithmen
auch aufschlussreiche empirisch ermittelte Laufzeittrends.

Die im Rahmen dieser Arbeit erstellte Implementierung verwendet mit der in [DM89]
eingefiihrten Liickensuche ( Gap-Heuristik) und einer genauen Entfernungsmarkierung
zu Beginn des Algorithmus (Ezact Initial Labeling), zwei einfache Heuristiken, die die
reale Laufzeitentwicklung auf vielen der wihrend der Experimente verwendeten Test-
graphenklassen auf pseudo-lineares Niveau sinken lassen. Entsprechende Ergebnisse
zeigt Abschnitt 8.4.1.

Der Push-Relabel-Algorithmus Ein Push-Relabel-Algorithmus (auch Preflow-Push-
Algorithmus) verwaltet wihrend seiner gesamten Laufzeit einen Prifluss (Preflow) auf
dem Graphen G. Dies ist eine Flusswertzuordnung f, : e € E — [—w(e), w(e)] fir die
(zu diesem Zweck als gerichtet aufgefassten) Kanten von G, welche fiir jeden Knoten
auber Quelle s und Ziel ¢ des gewiinschten Flusses sicherstellt, dass sein Zuflusswert
nie unter dessen Abflusswert liegt. Die Differenz von Zufluss- und Abflusswert eines
Knotens, heifit Uberschuss. Liegt der Uberschuss fiir jeden Knoten auRer s und ¢ bei
Null, so ist der Prafluss ein Fluss.

Der Algorithmus erstellt zunéichst einen Maximalen Prifluss, indem der maximal
mogliche Flusswert iiber alle zum Quellknoten inzidenten Kanten aus diesem heraus
geleitet wird. Durch fortgesetzte Verschiebungsoperationen auf Basis des Residual-
graphen von G wird dieser im Anschluss in Richtung des Zielknotens weitergeleitet.
Flussanteile welche einen mdoglicherweise vorhandenen Engpass im Graphen nicht iiber-
queren kénnen, werden schliellich zur Quelle zuriick geleitet um aus dem Préfluss einen
Fluss zu erstellen.
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Um die Fortleitungsrichtung des Praflusses zu bestimmen, verwaltet der Algorithmus
eine Entfernungsmarkierung d : V- — {0,---,2 - |V| — 1}. Diese ist giiltig, falls sie
d(s) = |V|, d(t) = 0 und d(z) < d(y) + 1 fiir jede existierende Residualkante (z,y)
erfilllt. Gilt d(v) < |V, so bildet sie eine unter Schranke fiir die Entfernung von v zum
Zielknoten ¢ im Residualgraphen von G. Gilt d(v) > |V, so ist d(v) — |V| eine untere
Abschitzung der Entfernung zum Knoten s.

Ein Knoten heifst aktiv, falls er weder Quell- noch Zielknoten ist und einen Fluss-
iberschuss besitzt. Eine Residualkante (z,y) ist zuldssig, falls d(z) = d(y) + 1 gilt.

Der allgemeine Push-Relabel-Algorithmus besteht nun aus einer wiederholten Aus-
fiilhrung von Push/Relabel-Operationen, bis der Uberschuss in allen Knoten aufer s
und t getilgt ist.

Algorithmus 6: Abstrakter Push-Relabel Algorithmus
Data: G = (V, E), Residualgraph Gy = (V, Ey), Quelle s, Ziel ¢
Result: Maximaler s-t-Fluss in G
forall v €V do d(v):=0;
Leite max. moglichen Fluss iiber alle Kanten heraus aus s;
d(s) = |V1;
while 3 aktiver Knoten v in G do
| push_relabel(v);
return();

Procedure push_relabel(v)
Data: aktiver Knoten v € V, Residualgraph Gy = (V, Ey)

if v besitzt zuldssige inzidente Residualkante (v, w) then
// Push-Operation

§ := min( Uberschuss in v, Kantengewicht (v,w));
Schiebe Flusswert § von v nach w;

else

// Relabel-Operation

L d(U) = min(v,w)GEf,c((v,w))>0) (d(w) + 1)7

Eine reale Implementierung kombiniert dabei iiblicherweise samtliche fiir einen ge-
wihlten aktiven Knoten méglichen Push-Operationen, bis entweder dessen Uberschuss
gesdttigt ist oder es zu einer Relabel-Operation kommen muss.

Kritisch fiir die Laufzeit des Push-Relabel-Algorithmus, zeigt sich die Auswahl und
Verwaltung der aktiven Knoten. Werden sie in einer einfachen FIFO-Datenstruktur
vorgehalten, fiihrt dies auf eine Komplexitéiit von O(n?). Alternativ lésst sich mit Hilfe
einer Bucket-Datenstruktur fiir die Bearbeitung jeweils ein aktiver Knoten mit héchs-
ter Entfernungsmarkierung auswihlen, was zu einer Abschitzung von O(n?\/m) fiihrt
(jeweils [GT88]).
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Beide Varianten wurden implementiert. Fiir die finale Version fiel die Entscheidung
schliefslich auf den FIFO-Algorithmus, da dieser zum Einen in Experimenten bessere
Ergebnisse zeigte und seine Abschitzung sich auferdem unabhiingig von der Kan-
tenzahl zeigt. Zu Grunde liegt hier die Uberlegung, dass sich die Kontraktionsgra-
phen mit stirkerer Kontraktion durch die verwendete Kontraktionstechnik vermehrt
zu Multigraphen wandeln, wiahrend ihre Knotenzahl fortlaufend abnimmt (vgl. Ab-
schnitt 7.2.1).

Heuristiken Fiir die vorliegende Implementierung wurde der Algorithmus von Gold-
berg und Tarjan wie in [DM89] um zwei verbreitete Heuristiken erweitert, durch deren
Kombination das Laufzeitverhalten entscheidend verdndert werden konnte.

Die Genaue Initiale Entfernungsmarkierung (Exact Initial Labeling) verwen-
det anstatt der im vorausgehenden Abschnitt gezeigten trivialen Initialmarkierung von
d(s) =|V|, d(t) = 0 und d(v) = 0 fiir alle v € V,v ¢ {s,t} exakte Entfernungswerte,
welche vor Algorithmusbeginn durch eine vom Zielknoten ¢ ausgehende Breitensuche
ermittelt werden. Dies ermdglicht eine sofortige, gezielte Ableitung des Flussiiberschus-
ses in Richtung des Zielknotens und spart eine Vielzahl von Relabel-Schritten ein, in
denen die Entfernungslabels der Zwischenknoten sonst erst inkrementell auf den ent-
sprechenden Wert erhéht wiirden. Zusétzlich verhindert es die Benutzung von Beginn
an bestehender "Sackgassen’.

Auf die hiufig anzutreffende Erweiterung, ein solches exaktes Entfernungsmaf nach
Ausflihrung einer festen Anzahl von Algorithmusschritten wiederholt aufzubauen, wur-
de verzichtet, um die Zahl empirisch festgelegter Parameter gering zu halten.

Wurden durch die Einfithrung der Genauen Initialen Entfernungsmarkierung bereits
Laufzeitverbesserungen erreicht, bezieht die Implementierung einen Grofsteil ihrer Ein-
sparungen aus der Lickensuche (Gap-Heuristik). Dieses Verfahren basiert auf der
einfachen Beobachtung, dass sobald in den vergebenen Entferungsmarkierungen eine
Liicke entsteht, der Flussiiberschuss aller hoher markierten Knoten den Zielknoten
nicht mehr erreichen kann und zur Quelle zuriickkehren muss. Werden fiir jede Mar-
kierung die mit ihr versehenen Knoten gespeichert, so ldsst sich im Anschluss an jede
Relabel-Operation leicht iiberpriifen, ob noch weitere Knoten mit dem alten Label
existieren. Ist dies nicht der Fall, so kénnen sdmtliche aktiven Knoten mit hoherem
Label aus der Berechnung herausgenommen werden. Sie werden erst in einer zweiten
Phase wieder beriicksichtigt, in der ihr Uberschuss zum Quellknoten zuriickgeleitet
wird.

Durch dieses Verfahren werden *Sackgassen’ frithzeitig erkannt und grofe Flusswerte
aus der Berechnung genommen, ohne dass sie aufwéandig und sinnlos in im Residualgra-
phen bereits abgetrennten Teilgraphen kreisen bis dort simtliche Entfernungsmarken
auf |V| angestiegen sind (ab welchem Zeitpunkt der Riickfluss zur Quelle beginnt).
Der Algorithmus erhélt dadurch einen sehr lokalen Charakter, was sich unter anderem
darin Zufsert, dass sich die Zahl der besuchten aktiven Knoten in den durchgefiihrten
Experimenten sehr hiufig linear entwickelt und regelméfig auch unter der Knotenzahl
des Graphen lag.

Die Wirkung dieser beiden Heuristiken zeigen beeindruckend, die in Abschnitt 8.4.1
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zusammengefassten Experimente.

7.2.3. Einsatzvorgaben fiir Maximale Adjazenzordnungen

Als schwierig erwies sich die Entscheidung {iber Einsatzzeitpunkte und -haufigkeiten
fiir Maximale Adjazenzordnungen wihrend des Algorithmusverlaufes. Prinzipiell sind
die Erfolgsaussichten, d.h. die Wahrscheinlichkeit des Auffindens eines bisher unbe-
kannten Minimalschnitts, und auch die erwarteten erzielbaren Laufzeitvorteile gegen-
iber einem Maximalflussalgorithmus auf den grofen, unkontrahierten Graphen zu Be-
ginn des Algorithmus besonders grof, so dass sie besonders in dieser frithen Phase
eingesetzt werden sollten.

In den Experimenten zeigte sich, dass Anzahl der mittels Maximaler Adjazenzord-
nungen auffindbaren Schnitte sehr stark vom Layout und der Kantengewichtsverteilung
im Graphen abhingt. AuRerst kontraproduktiv sind dabei einzelne Knoten, welche in
ihrer Adjazenz stark nach unten abweichen und so in s&dmtlichen Berechnungen als
Schlussknoten der Ordnung auftauchen. Diese bleiben durch den aus der Ordnung
resultierenden Blattschnitt ebenso in den folgenden Kontraktionsgraphen erhalten, in-
sofern nicht mehr als zwei Flusskomponenten aus dem Schnitt ableitbar sind.

Liefert bereits die erste auf einem Kontraktionsgraphen gebildete Ordnung keinen
unbekannten Schnittverlauf, so zeigte sich auch die Erfolgswahrscheinlichkeit eines
zweiten Versuchs gering. Trotz ihrer Uberlegenheit in der worst-case Laufzeitabschiit-
zung, miissen Fehlversuche mdoglichst vermieden werden, um die Gesamtlaufzeit gering
zu halten.

Waihrend der Implementierung entstanden drei Ansétze fiir die Steuerung der Do-
sierung des Einsatzes Maximaler Adjazenzordnungen:

Limit KontraktionsgraphgroBe Das erste verwendete Limit, bestand in der Anwei-
sung in Phase 1 fiir jeden gebildeten Kontraktionsgraphen, welcher eine prozentual
zum Originalgraphen angegebene Knotenanzahl iiberschreitet, vor der Verwendung des
Maximalflussalgorithmus eine Maximale Adjazenzordnung zu erstellen. Dieser Ansatz
erweist sich jedoch sehr schnell als ungeniigend, da vielzihlige Graphklassen existieren,
deren Gomory-Hu-Baum zu einer Sternform mit Tiefe Eins neigt (vgl. Abschnitt 8.4.2
und 8.4.3). Bei diesen weicht die durchschnittliche Kontraktionsgraphengrofe nicht von
der des Originalgraphen ab. Hierdurch werden wihrend des gesamten Algorithmusver-
laufs Adjazenzordnungen gebildet und ihr Einsatz bleibt nicht, wie beabsichtigt, auf
den Abschnitt beschrinkt indem sie hohe Erfolgknoten versprechen.

Statische Aufrufanzahl Eine Alternative ist die statische Angabe auf den wieviel
ersten erstellten Kontraktionsgraphen jeweils eine Adjazenzordnung gebildet werden
soll. Diese Losung iibertrdgt die Dosierung dem Nutzer und verlangt von ihm hohe
Erfahrung und Kenntnis der eingesetzten Graphklasse. Sie ist unflexibel und nicht
adaptiv zur Verédnderung der Kontraktionsgraphen im Berechnungsverlauf.

Limit Anzahl unkontrahierter Knoten Dies fiihrte schlieRlich zur Einfithrung der
letztlich verwendeten Dosierungsanweisung. Diese ist abhiingig von der Anzahl der
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unkontrahierten Knoten des Kontraktionsgraphen, also der Kardinalitdt der Knoten-
menge des Superknotens, fiir welchen der Kontraktionsgraph erstellt wurde. Kontrakti-
onsknoten welche nur einen Originalknoten enthalten, gehéren hier ausdriicklich nicht
dazu.

Dieses Limit sinkt im Gegensatz zur reinen Kontraktionsgraphengréfie mindestens
linear und kann gleichzeitig auf starke Abfille der Kontraktionsgraphgrofien wihrend
der Berechnung reagieren. In der verwendeten Version besteht es aus zwei Parame-
tern. Zum Einen die Anzahl der je Kontraktionsgraph auszufiihrenden Versuche, zum
Anderen das angesprochene Limit, ab welchem auf eine reine Verwendung der Maxi-
malflussalgorithmen iibergegangen wird.
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8. Experimentelle Ergebnisse

8.1. Uberblick

Fiir die Durchfiihrung der folgenden Experimente wurden die in Abschnitt 7 umris-
senen Programme mit der GNU Compiler Collection in Version 4.1.2 bei hdchster
automatischer Optimierungsstufe (-03) iibersetzt.

Der Grofsteil der Experimente wurde auf zwei Rechnern mit Intel Pentium 4 Pro-
zessoren von 2,93 bzw. 3 GHz durchgefiihrt, welche {iber 1 bzw. 2 GB Arbeitsspeicher
verfiigten. Die in Abschnitt 8.4.1 gezeigten Ergebnisse, entstanden auf einem System
mit auf 1 GHz getaktetem AMD Athlon XP mobile Prozessor und 512 MB Arbeitsspei-
cher.

Die Laufzeitentwicklung der einzelnen Algorithmen ist grundsétzlich von den zur
Erzeugung des Testgraphen gewdhlten Randparametern abhingig. Hier wurde jeweils
versucht eine reprisentative Auswahl zu treffen.

Die verwendeten Programme und Skripte, sowie die erzielten Messreihen sind zur
leichten Nachvollziehbarkeit in elektronischer Form dieser Arbeit beigefiigt.

8.2. Graphgeneratoren & Problemauswahl

Graphen lassen sich in bestimmte topologische Klassen einteilen. Um die Leistungsfa-
hikeit der Algorithmen zu vergleichen, ist es nun zum Einen interessant, wie sie sich auf
haufig eingesetzten Graphklassen von theoretischem (Zufallsgraphen) und praktischem
(Power-Law-Graphen) Wert verhalten. Um des Weiteren moglichst aussagekréftige Er-
gebnisse zu erreichen, ist es ebenso wichtig Klassen und Instanzen auszuwihlen, fiir
welche bestimmte Merkmale der getesteten Algorithmen besonders hervortreten.

Eine wichtige Rolle spielen dabei auch die Eigenschaften der fiir die Generierung
der Testgraphen verantwortlichen Programme. Zeichnen sich die Knoten der erzeug-
ten Graphen, zum Beispiel, durch eine charakteristische Speicherungs- oder Numme-
rierungsreihenfolge aus, die auf die topologischen Rolle bestimmter Knoten hinweist, so
kann dies das Verhalten einer Implementierung beeinflussen. Um solche Effekte zu be-
heben, wurden die Knotenbezeichnungen solcher Graphen nach ihrer Erzeugung noch
einmal randomisiert.

Die beiden folgenden Abschnitte stellen die betrachteten, wie auch die schliefslich
intensiver verwendeten, Graphengeneratoren vor.

8.2.1. Goldberg-Generatoren

Die erste Gruppe der zur Verfligung stehenden Graphengeneratoren, wurde von An-
drew Goldberg und Mathew S. Levine erstellt um u.A. in [GGP199] verschiedene
Implementierungen des Gomory-Hu- und des Gusfield-Algorithmus zu vergleichen. Thr
C-Quellcode ist heute unter [GLG] frei erhaltlich.

Die Sammlung umfasst zwolf verschiedene Generatoren, welche vor allem Zufallsele-
mente, Baum- und Kreistopologien miteinander verbinden. Tabelle 1 stellt die verfiig-
baren Graphklassen vor.
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(Generator

Erzeugte Graphen

irregulargen

Graph mit x kantendisjunkten Hamiltonkreisen plus y Kanten
zwischen zufilligen, iiberschneidungsfreien Knotenpaaren

cyclegen

Graph aus Hamiltonkreis mit potentiell sehr schweren Kanten-
gewichten, plus z ’leichter’, zufillig eingefiigter Querkanten.

bikewheelgen

Graph mit einem grofien, alle bis auf zwei Knoten umfassen-
den Kreis. Zusétzlich sind die Kreisknoten alternierend jeweils
mit einem der beiden ausgesparten Knoten verbunden, zwischen
welchen eine weitere Verbindung besteht.

Maximaldistanz zweier Knoten: 3 Hops

dblcyclegen

Graph mit einem Hamiltonkreis, mit konstant schwerem Kan-
tengewicht, {iber nach ID aufsteigend geordneten Knoten. Da-
zu Verbindung jeweils drei Hops in Kreis 1 entfernt liegender
Knoten mit leichten Kanten. Falls Knotenzahl nicht durch 3
teilbar ist, besteht das Resultat in zwei regelmdfSig verkreuzten
Hamiltonkreisen. Anderenfalls, bilden die leichten Kanten drei
knotendisjunkte Kreise. In Kreis 1 weichen zwei Kanten mit ih-
rem Gewicht nach unten ab, in Kreis 2 ist das Gewicht von vier
Kanten leicht gesteigert.

pathgen

Graph mit Pfad der Lange k dessen Gewichte sehr hohe Werte
erreichen kénnen. Zuséitzlich werden alle nicht auf dem Pfad lie-
genden Knoten mit einer schweren Kante an Pfadknoten ange-
bunden. Zuletzt erfolgt das Hinzufiigen von Zufallskanten mit
niedrigen Gewichtswerten, bis die gewiinschte Dichte erreicht
ist.

noigen

Zufillige Einteilung der Graphknoten in k& Gruppen, deren Kan-
tengwichte untereinander potentiell weit hoher liegen, als zu
Knoten anderer Gruppen. Sicherstellung des Graphzusammen-
hangs durch nach Knoten-IDs geordnetem Kreis. Zusatzlich
Einfiigen von Zufallskanten, bis gewiinschte Dichte erreicht ist.

prgen

Padberg-Rinaldi-Generator

randomgen

Randomisierte, nahezu reguldre Graphen (Bug)

regulargen

Reguldre Graphen durch Verschmelzung von z randomisierten
Hamiltonkreisen oder Paarungen

treegen

Baum mit potentiell schweren Kanten, dazu Zufallskanten bis
gewiinschte Kantenzahl erreicht ist.

unbalanced

Unbalancierter Baum mit bestimmbarer Balanceabweichung.
Kantengewichte entsprechen Entfernung von Wurzelknoten.

wheelgen

Grofer Kreisgraph mit Zentralknoten, welcher mit allen anderen
Knoten verbunden ist

Tabelle 1: Ubersicht Goldberg-Generatoren
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Fiir die Erzeugnisse aller Generatoren wurden einschitzende Versuche durchgefiihrt.
Aufgrund ihrer Aussagekraft iiber spezifische Stirken der Algorithmen mit Flusskom-
ponentenzerlegung, wurden mit cyclegen und dblcyclegen schlieflich zwei Program-
me fiir eine ausfithrliche Schilderung ausgew#hlt, mit denen sich Kreisgraphen und
bestimmte Eulergraphen erzeugen lassen. Die von den restlichen Generatoren gebil-
deten Graphklassen dhneln entweder den beiden gewéhlten oder werden durch spéter
vorgestellte Generatoren mit abgedeckt. So besitzen viele der Graphen starke Zufalls-
komponenten, so dass die getesteten Algorithmen ein sehr &hnliches Verhalten wie auf
reinen Zufallsgraphen zeigten.

Im folgenden soll jedoch auch auf die Ergbnisse der restlichen Goldberg-Generatoren
Bezug genommen werden, sobald ein Vergleich interessante Einsichten bietet.

8.2.2. Eigenimplementierungen

Um zusétzliche, interessante Graphklassen untersuchen zu kénnen und gréferen Ein-
fluss auf die erzeugten Graphen zu besitzen, wurden weiterhin eine Auswahl von
Graphgeneratoren selbst entwickelt.

Dabei handelt es sich zundchst um einen Generator fiir klassische Zufallsgraphen.
Dieser unterstiitzt sowohl die Erzeugung von Multigraphen, bei Angabe gewiinschter
Knoten- und Kantenzahlen, als auch von einfachen Graphen. Fiir letztere lassen sich
die gewiinschte Knotenzahl und Kantenwahrscheinlichkeit bestimmen. In den Experi-
menten wurden aussschlieflich Zufallsgraphen ohne Multikanten verwendet. Sind fiir
Zufallsgraphen Kantenzahlen angegeben, so wurden diese zur Erzeugung in zugehorige
Kantenwahrscheinlichkeiten umgerechnet. Sie entsprechen daher nur dem Erwartungs-
wert der Kantenzahl des Graphen.

Aufgrund ihrer Bedeutung in natiirlich vorkommenden Netzwerken, sollten aufier-
dem Power-Law-Graphen erzeugt werden. Der hierfiir implementierte Generator
arbeitet gemif dem Albert-Barabasi-Modell ([BA99]|) mit Preferential Attachment
und Initial Attractiveness. Dabei wichst der Graph ausgehend von einem initialen
Kern. Jeder neue Knoten erhélt eine vorgegebene, feste Anzahl von Kanten zu bereits
im Graphen vorhandenen Knoten. Die Verbindungswahrscheinlichkeit ist proportio-
nal zum bereits erreichten Knotengrad des Kantenpartners. Zusétzlich wird jedoch
sichergestellt, dass auch Knoten ohne Nachbarn eine, wenn auch niedrige, Grundwahr-
scheinlichkeit besitzen.

Da viele der bisher vorgestellten Graphklassen dazu neigen Gomory-Hu-Béume mit
sehr geringem Durchmesser zu entwickeln, wurde zusétzlich ein Generator fiir Tree-
Seeded-Graphen implementiert. Dieser erstellt Graphen auf Basis eines als Einga-
beparameter bestimmten Baums. Solange der Baumgraph noch {iber zusammenhin-
gende Komponenten verfiigt, wird aus einer Komponente ein zufilliges Knotenpaar
gewdhlt und dieses im zu erzeugenden Graphen verbunden. Im nichsten Schritt wird
das Gewicht der niedrigwertigsten Kante auf dem Baumpfad zwischen beiden Knoten
dekrementiert und die Kante bei Erreichen des Gewichts Null geloscht. Anschliefsend
beginnt die Iteration von Neuem.

Der vorgegebene Baumgraph ist dabei fiir gewShnlich kein Gomory-Hu-Baum fiir
den entstehenden Graphen. Besitzt er jedoch geringe Knotengrade fiir seine inneren
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Knoten, so gilt dies ebenso fiir die Gomory-Hu-Bdume des erzeugten Graphen. Sie
haben nicht-trivialen Durchmesser und weite Verdstelungen. Diese Eigenschaft ist fiir
die schnelle Absenkung der Knotenzahl je Kontraktionsgraph duferst vorteilhaft. Die
Wahrscheinlichkeit einer Kante nimmt zwischen Knoten mit kurzen Distanzen und
hohen Wegkapazititen im Eingabebaum stark zu. So entstehen zusammenhingende
Graphen mit stark lokaler Vermaschung, welche weitldufig konstant abnimmt. Dies ist
zum Beispiel ein grofier Unterschied zu den Zufallsgraphen, deren Kantenbeziehung
global sind, dass heifst, zwischen jedem Knotenpaar eine gleiche Verbindungswahr-
scheinlichkeit besteht.

Um Graphen mit regelméfigeren Bestandteilen zu untersuchen, wurde schliefslich
ein Generator fiir Cluster-Grid-Graphen entwickelt. Die hiervon gebildeten Gra-
phen besitzen eine mehrdimensionale Gitterstruktur, deren Knotenpunkte durch gleich
grofe, zufillige Teilgraphen mit wéhlbarer Dichte gebildet werden. Die Gitterdimen-
sionen konnen dabei wahlweise an ihren Enden kurzgeschlossen werden um Ringe und
Tori zu produzieren.

8.3. Zielstellungen der vorgestellten Algorithmen

Sowohl der Einsatz Maximaler Adjazenzordnungen, als auch die Technik der Fluss-
komponentenzerlegung sind angedacht, um Flussberechnungen einsparen zu kénnen
oder zu erleichtern.

Dabei sollen die Maximalen Adjazenzordnungen besonders zu Beginn des Algorith-
musverlaufs zur schnellen Bestimmung erster Maximaler Fliisse zwischen beliebigen
Knotenpaaren eingesetzt werden. In diesem Stadium sind die betrachteten Kontrakti-
onsgraphen noch sehr grofs, so dass ihre bessere Laufzeitabschétzung einen Vorteil ge-
geniiber der Flussberechnung mittels Push-Relabel-Algorithmus verspricht. Zusétzlich
ist zu diesem Zeitpunkt noch mit wenig Kollisionen zu bereits bekannten Schnittver-
ldufen zu rechnen. Wie in Abschnitt 6.2 gezeigt wurde, sind giltige Fliisse mit einem
Kontraktionsknoten als Endpunkt verwertbar, was die Verwendbarkeit der Ergebnisse
Maximaler Adjazenzordnungen steigert.

Durch die Flusskomponentenzerlegung, sollen fiir die, wéhrend des gesamten Ver-
laufs gefundenen, Fliisse alle realisierbaren Mehrfachaufteilungen der Knotenmenge
genutzt werden. Hierdurch bietet sich die Moglichkeit die zur Flussberechnung her-
angezogenen Kontraktionsgraphen zu verkleinern und damit die Berechnung selbst zu
beschleunigen. Weiterhin besteht die Chance durch eine passende Abfolge von Zerle-
gungen Schnittberechnungen einsparen zu kénnen.

Ein kritischer Faktor in den folgenden Experimenten wird sein, ob die dadurch er-
zielten Laufzeiteinsparungen ausreichen, um den unweigerlich hoheren Verwaltungs-
aufwand aufzuwiegen bzw. vernachlissigbar zu machen. Wie sich zeigen wird, ist dies
iberaus abhingig von der Topologie des Eingabegraphen und trifft leider nur auf ei-
nigen Klassen zu. Eine wichtige Rolle hierfiir spielt die festgestellte Realleistung der
Maximalflussalgorithmen auf den getesteten Graphen.
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8.4. Ergebnisse
8.4.1. Realleistung der PushRelabel-lmplementierung

Um die Ergebnisse der folgenden Experimente zu begriinden, soll zuerst die von der
Implementierung des Push-Relabel-Algorithmus (siche auch Abschnitt 7.2.2) erzielte
Laufzeitentwicklung vorgestellt werden. Diese zeigt sich naturgeméifs graphenabhéngig,
bestétigt jedoch den auch in [AKMO97] festgestellten Sachverhalt, dass die mittlere
Laufzeit mit Einfiihrung der Liickensuche und der Genauen Initialen Entfernungsmar-
kierung markant von ihrer worst-case-Abschiitzung O(n?) abweichen kann.

Insbesondere zeigt sich in vielen Messungen eine ginzlich andere Verlaufscharakte-
ristik mit pseudo-linearem Anstieg. In der zitierten Verdffentlichung konnte fiir viele
Graphklassen eine empirische obere Laufzeitgrenze von O(n'%) festgestellt werden, die
auch dort bis zu sehr hohen Knotenzahlen, visuell lineares Verhalten zeigt.

Eine deutlich der worst-case-Abschitzung angendherte Entwicklung besitzen als
Einzige der iiberpriiften Graphklassen die Doppel-Kreis-Graphen des dblcyclegen-
Generators. Auffiillig ist hier besonders der Unterschied zu den prinzipiell verwandten
Graphen des regulargen-Generators. Werden auch dort zwei Hamiltonkreise zu ei-
nem reguldren Graphen kombiniert, diesmal jedoch randomisiert, resultiert wieder eine
pseudo-lineare Laufzeitentwicklung. Das verschiedene Verhalten muss in der systema-
tischen Kreuzungscharakteristik der Hamiltonkreise und dem gréferen Durchmesser
der Graphen des dblcyclegen-Generators begriindet sein.

s

~J

(b)  regulargen-Graph
(a) Doppel-Kreis-Graph aus zwei Hamiltonkreisen

Abbildung 31: Unterschied Doppel-Kreis-Graphen und regulargen-Graphen

Abbildung 32 zeigt beispielhafte Frgebnisse fiir Zufallsgraphen, Doppel-Kreis-Gra-
phen und Regulédre Graphen. Fiir die Messungen wurde nach Erzeugung des Graphen
ein zufilliges Knotenpaar ausgewiihlt und mit verschiedenen Implementierungsvari-
anten je eine Maximalflussberechnung zwischen diesem durchgefiihrt. Da der Berech-
nungsaufwand abhéngig von der Graphtopologie und Lage des gewdhlten Paares ist,
koénnen sich auch bei gleicher Graphengrofe starke Schwankungen zeigen. Dargestellt
sind die Laufzeitentwicklungen fiir den reinen Push-Relabel-Algorithmus mit FIFO-
Strategie nach Goldberg/Tarjan und jeweils dessen Kombination mit Genauer Initialer
Entfernungsmarkierung (_EIL) und Liickensuche (_GAP).
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Abbildung 32: Laufzeitentwicklung von Push-Relabel-Implementierungen auf verschie-
denen Graphklassen
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Vergleich mit Laufzeiten Maximaler Adjazenzordnungen Nach den obigen Ergeb-
nissen, ist es nun interessant eine Vergleich zwischen den Laufzeiten der Maximalen
Adjazenzordnungen und der Push-Relabel-Implementierung mitsamt der vorgestellten
Heuristiken durchzufiihren. Dafiir wurde von den getesteten Graphklassen jeweils eine
Instanz erzeugt, auf dieser eine Maximale Adjazenzordnung aufgebaut und der Ma-
ximale Fluss zwischen ihren letzten beiden Knoten abgeleitet. Im néchsten Schritt,
wurde der Maximalfluss zwischen dem gleichen Knotenpaar mit dem Push-Relabel-
Algorithmus berechnet und beide Laufzeiten aufgezeichnet.

Die dabei zu Stande kommenden Ergebnisse zeigen sich unvorteilhaft fiir die Maxi-
malen Adjazenzordnungen, denn gerade Fliisse zwischen den von ihnen identifizierten
schwach zusammenhéingenden Knotenpaaren, kobnnen vom Push-Relabel-Algorithmus
hiufig sehr lokal berechnet werden. Eine Auswertung der wihrend ihrer Berechnung
besuchten Knoten zeigt, dass diese meist weit unter der Knotenzahl des Graphen liegen.
Zum Einen liegt dies an der Tatsache, dass die Adjazenzordnung bevorzugt unzusam-
menh#ngende Teile des Graphen und speziell einzelne abgetrennte Knoten auffindet.
FEine Push-Relabel-Flussberechnung zwischen den Knoten verschiedener Komponen-
ten, ist dann bereits nach der Exakten Initialen Entfernungsmarkierung sofort beendet,
da eine Unerreichbarkeit festgestellt werden kann. Die Lokalitdt kann jedoch ebenso
fiir zusammenhingende Graphen beobachtet werden. Hier hilft die Tatsache, dass der
Flusswert im Vergleich zum Zusammenhangswert des restlichen Graphen relativ klein
ist und schnell in die richtige Richtung fortgeleitet werden kann, ohne auf Engstellen
im Graphen zu stofen.

Beim erfolgreichen Einsatz von Maximalen Adjazenzordnungen in anderen Algorith-
men, wie solchen fiir Minimale Schnitte, kann dieser Malus ausgeglichen werden, da
durch Knotenkontraktionen spéter auch aufwéndigere Flussberechnungen durch die
Erstellung von Adjazenzordnungen ersetzt werden kénnen. Dies trifft hier nicht zu.

Weiterhin kann nicht argumentiert werden, dass der getroffene Vergleich die Maxi-
malen Adjazenzordnungen benachteiligt, da sie das schwach zusammenhéngende Kno-
tenpaar fiir die Push-Relabel-Berechnung erst identifizieren. Diese Feststellung ist zwar
prinzipiell korrekt, auch bei volligem Verzicht auf den Einsatz von Adjazenzordnungen,
wiirde der Schnittverlauf zwischen den beiden Knoten im fortschreitenden Algorith-
musverlauf jedoch berechnet werden miissen, wenn auch nicht zwangsweise durch einen
Fluss mit den gleichen Endpunkten.

Abbildung 33 zeigt Laufzeitvergleiche fiir verschiedene Graphenklassen. Speziell ist
zuerst das fiir die Maximalen Adjazenzordnungen vorteilhafte Beispiel der Doppel-
Kreis-Graphen dargestellt. Das schlechte Abschneiden des Push-Relabel-Algorithmus
auf diesen Graphen wurde bereits weiter oben festgestellt. Weiterhin ist der Verlauf
fiir Tree-Seeded-Graphen abgebildet, welche sich (gegeniiber Zufallsgraphen) durch
garantierten Zusammenhang auszeichnen.

8.4.2. Experimente Zufallgraphen

Fiir Zufallsgraphen wurden zwei verschiedene Experimente ausgefiihrt. Zuerst wurde
das Knoten-Kanten-Verh&ltnis konstant festgelegt und die Knotenzahl der untersuch-
ten Graphen kontinuierlich erhoht. Anschliefend wurden in einem zweiten Experiment
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FIFO-GAP-EIL Push-Relabel vs. MAO - Doppel-Kreis—-Graphen - Laufzeit
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Abbildung 33: Laufzeitvergleich Maximaler Adjazenzordnungen und Push-Relabel-
Berechnung des gleichen Flusses
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Graphen mit fester Knotenzahl aber zunehmender Anzahl von Kanten betrachtet, um
die Auswirkungen der zunehmenden Vermaschung zu beobachten.

Der Laufzeitvergleich zwischen den neu vorgestellten Algorithmen und dem klassi-
schen Gomory-Hu-Algorithmus zeigt sich dabei in beiden Fallen unbefriedigend.

Das Aussehen von Zufallsgraphen ist stark abhingig von der eingesetzten Kanten-
wahrscheinlichkeit. Beginnend mit einem unzusammenhingenden Graphen aus sehr
vielen einzelnen Komponenten entwickeln sie sich mit steigender Kantenwahrschein-
lichkeit zu dichten Graphen mit sehr homogoner Knotengradverteilung und beinahe
reguldrem Charakter. Insbesondere dichte Zufallsgraphen besitzen sehr kurze mittlere
Knotendistanzen und verfiigen iiber keine natiirliche Clusterung oder Lokalitit in den
Knotenverbindungen. Insgesamt dufsern sich diese Eigenschaften in einem sehr flachen,
zur Sternférmigkeit neigenden Gomory-Hu-Baum.

Mehrfachzerlegungen sind hiufig auf maximal drei Komponenten begrenzt, von de-
nen Quell- und Zielkomponente des Flusses {iblicherweise nur einen einzigen Kno-
ten enthalten. Der Kontraktionsgraph der Mittelkomponente enthélt somit die gleiche
Anzahl an Knoten, wie der urspriingliche Graph und die Vorteile der durch Mehr-
komponentenzerlegung moglichen stirkeren Kontraktion kénnen nicht genutzt werden.
Insbesondere besitzen selbst die Kontraktionsgraphen in einem sehr spiten Stadium
des Algorithmus (zum Beispiel in Phase 2) noch Knotenzahlen, welche nur minimal
vom Originalgraphen abweichen. Das Streben zu sternférmigen Gomory-Hu-Biumen
verhindert also die durch die Flusskomponentenzerlegung angestrebten Einsparungen.
Dieser Fakt wird auch noch in anderen Graphenklassen zu beobachten sein.

Fiir den Einsatz Maximaler Adjazenzordnungen zeigt sich als generelles Problem
von dichten Zufallsgraphen, dass meist einige wenige Knoten existieren, welche in ih-
rem Knotengrad vom Erwartungswert stark nach unten abweichen und somit extrem
h&ufig im Ergebnis der Maximalen Adjazenzordnungen als Flusspartner auftauchen.
Auf einem solchen Graphen sind mitteles Maximaler Adjazenzordnungen dann nur
sehr wenige Fliisse auffindbar, da sehr schnell immer wieder die bereits bekannten
Ergebnisse geliefert werden.

Entwicklung der Zielparameter Werden die als Zielstellung gesetzten Randarameter
betrachtet, ist vor allem das Experiment mit zunehmender Graphendichte interessant.
In den dargestellten Verldufen zeigen sich sehr gut die verschiedenen Charakteristi-
ka von Zufallsgraphen mit zunehmender Dichte und Einblicke in das Verhalten der
Algorithmen.

Wie in Abbildung 36 gezeigt, gelingt es durch die Flusskomponentenzerlegung zu-
néchst erfolgreich die mittlere Groke der Kontraktionsgraphen abzusenken. Auffillig
ist, der durch die grofer werdenden unzusammenhingenden Komponenten bedingte
Abfall der Kontraktionsgraphengrofe auch fiir den Gomory-Hu-Algorithmus. Bei den
vorher niedrigeren Kantenwahrscheinlichkeiten ist eine der gefundenen Schnittmen-
gen gewohnlich nur sehr klein, was wieder zu sternférmigen Gomory-Hu-Graphen und
grofsen Kontraktiongraphen fiihrt. Die Verfahren mit Flusskomponentenanalyse identi-
fizieren in diesem Stadium bereits mit der ersten Zerlegung séamtliche unzusammenhén-
genden Komponenten. Es ist jedoch nicht méglich aus diesem Vorteil groferen Nutzen
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zu ziehen, da die Flussberechnungen in derart unzusammenhéngenden Graphen haupt-
séchlich von der Grofse der groften zusammenhéngenden Komponente abhéingen und
beinahe konstante Zeit bendtigen.

Abbildung 37 zeigt die durch Maximale Adjazenzordnungen gelieferten, verwertba-
ren Maximalfliisse im Verhéltnis zur Zahl der ingesamt gebildeten Adjazenzordnun-
gen. Dabei ist die Mehrfachzerlegung zunichst so erfolgreich, dass das gesetzte Aus-
fiihrungslimit fiir noch vorhandene unkontrahierte Knoten bereits nach dem ersten
Durchlauf unterschritten wurde. Mit steigender Mittlerer Kontraktionsknotengréfe
wichst dann auch die Zahl eingesetzter und erfolgreicher Adjazenzordnungsberech-
nungen. Durch die steigende Kontraktionsgraphengréfte und den zunehmenden Stern-
charakter des Gomory-Hu-Baums, kommen viele durch Adjazenzordnungen gefundene
Blattschnitte bei Zufallsgraphen mit hoher Dichte in jedem Kontraktionsgraphen als
Kontraktionsknoten vor, wodurch die Berechnungen dort immer wieder die selben Er-
gebnisse liefern. Die Folge ist ein Absinken der Zahl erfolgreicher Verléufe bei steigender
Graphendichte.

Abbildung 38 zeigt den in Abschnitt 6.4 vorhergesagten Effekt einer deutlichen Stei-
gerung der eingesparten Schnittberechnungen beim erfolgreichen Einsatz Maximaler
Adjazenzordnungen. Dies war bedingt durch die Tatsache, dass schwach zusammenhéin-
gende Knotenpaare hier zuerst separiert werden und durch spétere, sie erneut trennen-
de, hoherwertige Schnitte Einsparungen mdoglich gemacht werden. Die absolute Zahl
der erzielten Einsparungen bleibt mit 3% jedoch niedrig.
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Abbildung 39: Laufzeitentwicklung auf PowerLaw-Graphen

8.4.3. Experimente Power-Law-Graphen

Auch die Power-Law-Graphen tendieren, aufgrund ihrer Gradverteilung, zu sternfor-
migen Gomory-Hu-Biumen. Die Algorithmen mit Flusskomponentenzerlegung kénnen
hier ihre Vorteile nicht ausspielen und benétigen durch den von ihnen betriebenen
Mehraufwand wesentlich mehr Zeit als der Gomory-Hu-Algorithmus. Dabei bleibt das
Verhaltnis der Laufzeiten im untersuchten Bereich konstant. Dies zeigt, dass der Auf-
wand je Flussberechnung proportional zum (jeweils linearen) Zerlegungs- und Verwal-
tunsaufwand der Flusskomponentenzerlegung wichst.

Existieren einzelne vom Rest getrennte Knoten, so kénnen diese den Einsatz Maxi-
maler Adjazenzordnungen storen und sémtliche Berechnungen mit einem Knotenpaar
aus dieser sehr kleinen Knotenmenge enden. Gibt es jedoch keine einzelnen Abweicher,
so ist es durch die Gradverteilung der Power-Law-Graphen moglich, relativ viele Ma-
ximale Fliisse mittels Maximaler Adjazenzordnungen zu berechnen, da die Zahl der
Knoten mit minimalem Grad sehr grofs ist.

Abbildung 39 zeigt die Laufzeitentwicklung der Algorithmen auf Power-Law-Graphen
mit einer Kerngrofe von 3 und jeweils 3 neuen Kanten pro hinzugefiigtem Knoten (vgl.
Abschnitt 8.2.2). Die vollige Sternform der entstehenden Gomory-Hu-B&ume ist sehr
gut in Abbildung 40(a) erkennbar, in der die Mittlere Kontraktionsgraphengrofe fiir
alle getesteten Algorithmen jeweils exakt der Grofte des Ausgangsgraphen entspricht.
Ein solcher Verlauf ist nur durch ausnahmlose Berechnung von Gomory-Hu-Biumen
der Tiefe Eins erreichbar. Abbildung 40(b) zeigt die vergleichsweise hohen Verwer-
tungsmoglichkeiten von Ergebnissen aus Maximalen Adjazenzordnungen.
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8.4.4. Experimente Kreisgraphen

Im nichsten Experiment sollten die Algorithmen auf verschiedenen Kreisgraphen ge-
testet werden. Dazu wurden sie zuerst auf Kreisen mit uniformem und randomisiertem
Gewicht ausgefithrt. Den Erwartungen entsprechend, kommt ein uniform gewichteter
Kreis dabei der Implementierung mit Flusskomponentenzerlegung sehr entgegen. Hier
muss jeder Maximalfluss sdmtliche Kanten {iberqueren und zerlegt den Graphen in
Flusskomponenten der Grofse Eins. In Phase 1 des Algorithmus wird somit nur eine
einzige Berechnung durchgefiihrt und sdmtliche weiteren Kontraktionsgraphen besit-
zen nur noch exakt drei Knoten. Abbildung 41(a) zeigt die Laufzeitentwicklung.

Die randomisierte Gewichtung der Kreiskanten wirkt diesem Verlauf entgegen. Eine
Mehrfachzerlegung ist nun nur noch mdglich, falls mehrere Kanten den selben Ge-
wichtswert erhalten haben. Abbildung 41(b) demonstriert die Auswirkungen auf die
Laufzeitentwicklung.

Interessant ist der Vergleich der Mittleren Kontraktionsgraphengréfe beider Experi-
mente in Abbildung 42. Auffillig ist zunéchst die erwartete, beinahe konstante mittlere
Knotenzahl fiir die Implementierung mit Flusskomponentenzerlegung auf den uniform
gewichteten Graphen. Im starken Kontrast dazu steht die der Grofe des Eingabe-
graphen entsprechende Entwicklung fiir den Gomory-Hu-Algorithmus. Werden diese
Ergebnisse mit denen auf randomisiert gewichteten Kreisen verglichen, féllt auf, dass
dort nicht nur die Flusskomponentenalgorithmen sondern auch die Werte des Gomory-
Hu-Algorithmus einen anderen Verlauf zeigen. Erstere leiden unter der nun nur noch
selten gegebenen Moglichkeit der Mehrfachzerlegung von Fliissen.

Das abweichende Verhalten des Gomory-Hu-Algorithmus liegt an der Eigenart der
Implementierung fiir die Bipartition die erste gefundene Schnittmenge auszuwahlen.
Diese entspricht bei den uniformen Kreisen grundsétzlich dem Blattschnitt des Quell-
knotens, wodurch hier ein sternférmiger Gomory-Hu-Baum entsteht (erkennbar an der
Aquivalenz der Gréfen von Eingabegraph und Kontrationsgraphen). Bei randomisiert
gewichteten Kreisen ist ein solcher Blattschnitt nur noch zufillig méglich, wodurch
balanciertere Bipartitionen entstehen. Dies fiihrt zu einem gréferen Durchmesser des
Gomory-Hu-Baums und kleineren Kontraktionsgraphen.

Auch wenn die Auswahl der erstbesten Schnittmenge in diesem Fall nicht zum best-
moglichen Verlauf gefiihrt hat, gehért es doch zu den groften Vorteilen der Gomory-
Hu-Implementierung, nicht wie die Algorithmen der Flusskomponentenzerlegung den
gesamten Flussverlauf analysieren zu miissen.

Abschlieend lassen sich die bei der Kontraktionsgraphengrofe unterschiedlichen
Verlaufe der Varianten mit und ohne die Bildung Maximaler Adjazenzordnungen be-
trachten. Erstere neigt zu deutlich grofieren Kontraktionsgraphen. Dieses Phinomen
ist der Tatsache geschuldet, dass Maximale Adjazenzordnungen in erster Linie Mini-
male Blattschnitte liefern. Lisst sich der abgeleitete Fluss nicht noch weiter aufteilen,
hélt dies den Durchmesser des Gomory-Hu-Baums klein und fiihrt zu groferen Kon-
traktionsgraphen. Der Effekt ist auch in anderen Experimenten sichtbar.
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Abbildung 41:

Uniform gewichtete Kreise - Laufzeit
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Uniform gewichtete Kreise — Mittlere KontraktionsgraphgroRe
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Der mit wachsender Kreisgrofe zunehmende Vorteil der nur Flusskomponentenzer-
legung nutzenden Implementierung kann von einer Intervall-Begrenzung der als Kan-
tengewicht eingesetzten Ganzzahlwerte herriihren. Mit wachsender Kantenzahl steigt
so die Wahrscheinlichkeit von Wiederholungen und damit einer méglichen Mehrfach-
zerlegung.

Experiment Kreiskurzschliisse Nach den Experimenten zu wachsenden Kreisgra-
phen, wurden einem bestehenden, randomisiert gewichteten Kreis eine steigende Zahl
von Kurzschliissen hinzugefiigt. In diesem Experiment liegen alle Implementierungen
nah beinander. Nach einem zunichst steilen Anstieg, nehmen die Laufzeiten mit wach-
sender Dichte spiter nur noch langsam und linear zu. Dabei sind die Ergebnisse aller
Implementierungen starken Schwankungen unterworfen.

Auffallig ist hier die, im Gegensatz zu den verwandten Zufalls- oder regulargen-
Graphen, sehr dhnliche Laufzeitentwicklung der verschiedenen Implementierungen.
Dabei konnten jedoch weder zahlreiche Schnitte eingespart, noch erfolgreich Maxi-
male Adjazenzordnungen eingesetzt werden. Auch die Leistung des Push-Relabel-
Algorithmus unterscheidet sich prinzipiell nicht von den Vergleichsklassen.

8.4.5. Experimente Doppel-Kreis-Graphen

Wie sich in Abschnitt 8.4.1 bereits angedeutet hat, fithren die auf Doppel-Kreis-
Graphen durchgefiihrten Experimente, zu den besten festgestellten Ergebnissen fiir
die in dieser Arbeit eingefithrten Algorithmen. Insbesondere sind beim Einsatz Maxi-
maler Adjazenzordnungen zusitzlich groke Einsparungen feststellbar.

Ein eindeutiger Grund hierfiir, ist die auf dieser Graphenklasse auch real ange-
nommene worst-case-Laufzeitentwicklung des eingesetzten Push-Relabel-Algorithmus.
Dadurch tritt das Einsparungspotential durch die neuen Algorithmen deutlich hervor
und die zusétzliche Verwaltungsarbeit kann vernachlissigt werden.

Zusatzlich fallen die Doppel-Kreis-Graphen durch sehr gute Zerlegungseigenschaften
mit vielen Komponenten je Flussberechnung auf.

Auffillig ist eine Abhéngigkeit der Laufzeiten von der Knotennummerierung wih-
rend der Speicherung der erzeugten Graphen. Diese beeinflusst in den Implementie-
rungen implizit die Auswahl der néchsten Flusspartner im Graphen. Auf den direkt
aus dem Generator hervorgehenden Graphen, ist dabei ein wesentlich optimaleres und
schwankungsfreieres Laufzeitverhalten feststellbar, als auf den ebenfalls getesteten Ver-
sionen mit nachtraglich randomisierter Knotennummerierung. In beiden Fillen sind die
Algorithmen mit Flusskomponentenzerlegung jedoch deutlich im Vorteil (vgl. Abbil-
dung 43).

Beim Einsatz Maximaler Adjazenzordnungen wird das Ausfithrungslimit durch die
sehr guten Zerlegungseigenschaften schnell unterschritten. Die wenigen gebildeten Ad-
jazenzordnungen ersetzen jedoch gerade die aufwindigsten ersten Flussberechnungen
und erreichen so das gesteckte Ziel.

Fiir die bei einer durch 3 teilbaren Knotenzahl aus dem dblcyclegen entstehen-
den ’anomalen’ Graphen (siehe Abschnitt 8.2.1) konnte kein abweichendes Verhalten
festgestellt werden.
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Doppel-Kreis-Graphen - Laufzeiten
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Abbildung 43: Laufzeitentwicklung auf Doppel-Kreis-Graphen
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Doppel-Kreis—Graphen — Mittlere KontraktionsgraphengroRe
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Abbildung 44: Mittlere Kontraktionsgraphengréfte auf Doppel-Kreis-Graphen
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Werden die Ergebnisse mit denen von Graphen des regulargen Generators oder
zweidimensionalen Torus-Gittern verglichen, welche ebenso aus zwei disjunkten Hamil-
tonkreisen bestehen, so ist keine Ahnlichkeit feststellbar. Bei beiden besteht eine starke
Tendenz zu Dreifachzerlegungen in eine Mittelkomponente und Blattschnitte fiir den
Quell- und Zielknoten eines Flusses, welche wiederum in sternférmigen Gomory-Hu-
Baumen miinden. Eine solche Entwicklung wird bei den Doppel-Kreis-Graphen durch
die kleine, aber sehr wirkungsvolle, Anzahl von Kanten mit abweichendem Gewicht
verhindert. Zusétzlich wichst die mittlere Push-Relabel-Laufzeit auf den Graphen der
Vergleichsklassen wesentlich langsamer (vgl. Abschnitt 8.4.1). Die Kombination dieser
Faktoren fiihrt dort zu einem weit besseren Abschneiden des klassischen Gomory-Hu-
Algorithmus.

Die Kombination aus grofsem Durchmesser des Eingabegraphen und einer sehr gleich-
férmigen, jedoch von einigen wenigen Abweichern geprigten, Kantengewichtung scheint
die das Abschneiden der auf Flusskomponentenzerlegung basierenden Implementierun-
gen sehr zu férdern.

8.4.6. Experimente Tree-Seeded-Graphen

In den Experimenten auf Tree-Seeded-Graphen liegen die Laufzeiten aller getesteten
Implementierungen eng zusammen. Sowohl die Flusskomponentenzerlegung einsetzen-
den Kandidaten als auch der klassische Gomory-Hu-Algorithmus kénnen vom Layout
des Graphen profitieren.

Abbildung 47(a) stellt die Groke des durchschnittlichen Kontraktionsgraphen dar.
Bei Verzicht auf Maximale Adjazenzordnungen, kann hier ein wachsender Abstand
zwischen dem Gomory-Hu-Algorithmus und der Implementierung mit Flusskompo-
nentenzerlegung festgestellt werden. Dieser betrigt zuletzt mehr als ein Drittel des
Wertes des Gomory-Hu-Algorithmus.

Werden Maximale Adjazenzordnungen verwendet, zieht dies eine deutlich gesteiger-
te und stark schwankende durchschnittliche Knotenzahl in den Kontraktionsgraphen
nach sich. Ein dhnlicher Effekt konnte bereits bei den randomisierten Kreisgraphen be-
obachtet werden. Gleichzeitig erhoht sich jedoch ebenso die Zahl eingesparter Schnitt-
berechnungen (vgl. Abbildung 47(b)). Dies deckt sich mit den in Abschnitt 6.4 auf-
gestellten Erwartungen und trat auch bereits im Experiment auf dichter werdenden
Zufallsgraphen auf.

8.4.7. Experimente Cluster-Grid-Graphen

Fiir Cluster-Grid-Graphen wurden zum Einen Experimente mit einer reinen Gitter-
Struktur, ohne Zufallseinfluss, durchgefiihrt und in einem weiteren Experiment an den
Kreuzungspunkten des Gitters Cluster aus kleinen Zufallsgraphen eingesetzt deren
Knotenzahl kontinuierlich erhéht wurde.

Die reinen Gridstrukturen, besonders in geschlossener Form wie Ringe und Tori, sind
fiir Mehrfachzerlegung prinzipiell sehr gut geeignet, besitzen beim Einsatz der Fluss-
komponentenzerlegung jedoch einen sehr starken Hang zu Blattschnitten von sowohl
Quell- als auch Zielknoten und streben somit zu sternférmigen Gomory-Hu-Baumen.



8. Experimentelle Ergebnisse 89

Tree-Seeded Graphen - Laufzeit
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Abbildung 47: Verhalten auf Tree-Seeded-Graphen
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Cluster-Grid-Graphen - 10x10 Grid, wachsende Cluster — Mittlere Kontraktionsgraphengrofle
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Dies verhindet somit ein Schrumpfen der Kontraktionsgraphen. Zusétzlich erleichtern
die Blattschnitte dem klassischen Gomory-Hu-Algorithmus die schnelle Identifikation
geeigneter Bipartitionsmengen, wogegen die Flusskomponentenzerlegung grundsitz-
lich den Fluss iiber den gesamten Graphen auswerten muss. Die Folge ist ein dufserst
schlechtes Abschneiden letzterer, mit stets mehr als doppelter Laufzeit des Gomory-
Hu-Algorithmus.

Das Experiment zu wachsenden Clustergréfien bestétigt grofitenteils die bereits in
anderen Versuchen gemachten Beobachtungen. Abbildung 46 zeigt die Laufzeitentwick-
lung aller Algorithmen. Der Mehraufwand der Flusskomponentenzerlegung féllt hier
nicht so stark aus, wie auf anderen Graphen. Wird das Verhalten mit und ohne Ein-
satz Maximaler Adjazenzordnungen verglichen, so zeigt sich erneut eine Steigerung der
durchschnittlichen Kontraktionsgraphengrofe, bei gleichzeitiger Erhéhung der Anzahl
eingesparter Schnittberechnungen (vgl. Abbildung 48).

8.5. AbschlieBende Auswertung

Zusammengefasst betrachtet, sind die erzielten Ergebnisse erniichternd. Auf den ge-
testeten Graphen zeigt sich, durch die unerwartet gute Entwicklung der Laufzeiten
der Maximalflussalgorithmen, wenig Sparpotential durch verkleinerte Kontraktions-
graphen. Ebenso wenig wirken sich somit die erzielten Einsparungen von Flussbe-
rechnungen aus, deren Anzahl in den Experimenten graphenabhiingig zwischen nur
0 bis 5% schwankte. Stattdessen fallen die notwendigen Mehrkosten der Flusskom-
ponentenzerlegung ins Gewicht. Somit wird die Algorithmusleistung sehr abhingig
vom Aufteilungsprozess des Graphen wihrend der Berechnung. Besonders kritisch ist
ein Laufzeitvergleich auf Graphklassen, welche zu Gomory-Hu-B&umen mit geringem
Durchmesser tendieren, da hier wenig bis keine Absenkung der Knotenzahl in den
Kontraktionsgraphen moglich ist und auch keine Berechnungen iiberfliissig werden.

Wie erwartet, ist ebenso eine starke Variabilitdt in den Kantengewichten des Ein-
gabegraphen einer Mehrfachzerlegung abtréglich. Es zeigte sich allerdings zusétzlich,
dass eine vollige Gleichgewichtung sehr hiufig zu Szenarien fiihrt, in welchen vor allem
Blattschnitte fiir den Quell- und den Zielknoten eines Flusses identifiziert werden, wo-
durch der Gomory-Hu-Baum vermehrt zur Sternform tendiert. Positiv wirkte hier die
Présenz einiger weniger im Gewicht abweichender Kanten. Solche Graphen zeigten ei-
ne héhere Zahl an Komponenten je Maximalflussberechnung und gréfsere Durchmesser
im entstehenden Gomory-Hu-Baum.

Beim Einsatz Maximaler Adjazenzordnungen konnten auch auf fiir diese Form der
Flussberechnung vergleichweise gut geeigneten Graphen, recht geringe Verwertungs-
quoten der gefundenen Fliisse erreicht werden. Zusédtzlich zeigten sich die Gesamt-
laufzeiten auch bei erfolgreicher Verwendung Maximaler Adjazenzordnungen meist er-
hoht. Eine Erkldrung hierflir liegt unter Anderem im in Abschnitt 8.4.1 getroffenen
Laufzeitvergleich zur Push-Relabel-Implementierung. Des Weiteren kann durch ihre
Blattschnittergebnisse eine Tendenz zu im Mittel gréfseren Kontraktionsgraphen be-
obachtet werden. Positiv zeigte sich jedoch ihre Wirkung auf die Anzahl verhinderbarer
Maximalflussberechnungen, da durch sie die schwach zusammenhingenden Knoten des
Graphen bereits zu Beginn des Algorithmusverlaufs identifiziert werden kénnen.
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9. Zusammenfassung und Ausblick

Nach einer Einfiihrung in bekannte Methoden zur Berechnung von Gomory-Hu-Biumen,
wurden in dieser Arbeit verschiedene Techniken vorgeschlagen, um ihre Bestimmung zu
beschleunigen. Da die Gesamtlaufzeit entscheidend vom Aufwand fiir die eingesetzten
Maximalflussberechnungen abhingt, sind diese besonderes Ziel der Optimierungsan-
sétze.

Abschnitt 4 stellt Maximale Adjazenzordnungen und ihre Anwendungsmdéglichkeit
zur Berechnung des Maximalen Flusses zwischen einem nicht frei wihlbaren Knoten-
paar vor. Diese sollten eingesetzt werden, um besonders zu Beginn der Algorithmen
Maximalflussberechnungen zu ersetzen. Zu diesem Zeitpunkt ist die Problemgréfie fiir
die Maximalflussalgorithmen noch besonders umfangreich und gleichzeitig eine hohe
Verwertbarkeit der durch die Adjazenzordnungen gefundenen Fliisse wahrscheinlich.

Als weiterer Vorschlag wurde in Abschnitt 5 mit der Flusskomponentenzerlegung
ein Verfahren eingefiihrt, welches darauf abzielt, nicht ldnger nur eine sondern sdmt-
liche durch einen Maximalen Fluss gegebenen Aufspaltungsmoglichkeiten der Kno-
tenmenge des betrachteten Graphen auszunutzen. Durch ein solches Vorgehen ldsst
sich die durchschnittliche Grofe der wihrend des Algorithmenverlaufs gebildeten Kon-
traktionsgraphen senken, und somit die auf ihnen durchzufiihrenden Berechnungen
beschleunigen.

Wie in Abschnitt 6.4 gezeigt wurde, ist es, unter Ausnutzung der fiir dieses Verfahren
anzusammelnden Zusatzinformationen, ebenso moglich bestimmte Berechnungen als
unnétig zu identifizieren. Das Ausmaf dieser Einsparungen ist jedoch abhingig vom
Eingabegraphen und individuellen Algorithmusverlauf.

Fiir die Flusskomponentenzerlegung wurden Korrektheit, Anwendbarkeit und ge-
nauere Eigenschaften in Abschnitt 6 eingehend untersucht.

Um die Wirkung der vorgestellten Verfahren zu analysieren, wurden sie implemen-
tiert und ihr Verhalten auf einer Auswahl verschiedener Graphklassen mit dem eben-
falls implementierten Gomory-Hu-Algorithmus verglichen. Dabei zeigte sich, dass die
als Zielsetzung zu beeinflussenden Parameter der durchschnittlichen Knotenzahl von
Kontraktionsgraphen und insgesamt durchgefiihrten Maximalflussberechnungen meist
erfolgreich beeinflusst werden konnten, dies fiir gew6hnlich jedoch nicht in Laufzeit-
vorteile umsetzbar war.

Als primérer Grund hierfiir, erwies sich die starke Abweichung zwischen worst-case-
und average-case-Laufzeiten der eingesetzten gezielten Maximalflussalgorithmen. Auf
den getesteten Graphklassen konnte eine dufserst gutmiitige Laufzeitentwicklung beob-
achtet werden, welche sich haufig proportional zum fiir die in dieser Arbeit vorgestellten
Methoden notwendigen Zusatzaufwand zeigte.

Eine detaillierte Auswertung des Verhaltens der verschiedenen Implementierungen
auf den ausgewahlten Graphenklassen zeigt Abschnitt 8.4. Besondere Einflussfaktoren
werden in Abschnitt 8.5 zusammengefasst.

In Anbetracht der experimentell festgestellten Ergebnisse, ist ein Einsatz der vorge-
stellten Methoden in ihrer jetzigen Form nur dann empfehlenswert, wenn vorteilhafte
Grapheneigenschaften oder hohe Laufzeiten bei der Berechnung Maximaler Fliisse fest-
gestellt werden konnen.
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Das von der Flusskomponentenzerlegung eingesetzte Schema zur Identifikation un-
abhingiger Komponenten bietet wenig weiteres Optimierungspotential. Wird auf die
Identifikation einer groftmoglichen Zahl von Komponenten verzichtet, existieren ge-
ringfiigig schnellere Algorithmen zur Aufzdhlung nur einiger kreuzungsfreier Minimaler
s-t-Schnitte aus einem Maximalen s-t-Fluss. Da die Zahl der ausgenutzten Komponen-
ten je Flussberechnung jedoch einen Schliisselfaktor in der durch die Fluskomponen-
tenzerlegung erhofften Beschleunigung darstellt, ist hier mit keiner Verbesserung der
Ergebnisse zu rechnen.

SchlieRlich ist denkbar die Zweiphasigkeit des Algorithmus aufzuheben und insbe-
sondere den Blattschnittbeziehungsgraphen L einzusparen.

Nach der Identifikation der Flusskomponenten eines Maximalen s-t-Flusses, werden
diese dann nicht wie im vorgestellten Algorithmus statisch und linear im Relaxierten
Gomory-Hu-Baum angeordnet. Stattdessen wird ein Komponentengraph konstruiert in
dem die Flusskomponenten jeweils kontrahiert auftreten. Aus dem Gomory-Hu-Baum
fiir diesen Ersatzgraphen lassen sich Informationen iiber die endgiiltige Positionierung
der einzelnen Flusskomponenten im Relaxierten Gomory-Hu-Baum fiir G ableiten. Sie
miissen somit nicht mehr spiter iiber den Einsatz Leerer Knoten bestimmt werden.

Da die {ibliche Anzahl an Flusskomponenten je Maximalflussberechnung vergleichs-
weise niedrig ist, kann der Ersatzgraph besonders leicht analysiert werden. Bei den in
den Experimenten hiufig auftretenden Zerlegungen in drei Komponenten 1asst sich die
einzige noch durchzufiihrende Maximalflussherechnung zum Beispiel durch einen sim-
plen Vergleich von A(s,t) mit dem Grad des die Mittelkomponente zusammenfassenden
Knotens ersetzen.
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Thesen

. Die vorgestellte Methode der Flusskomponentenzerlegung arbeitet korrekt und

liefert Gomory-Hu-Béume fiir beliebige Eingabegraphen.

. Gegeniiber dem klassischen Gomory-Hu-Algorithmus kénnen sowohl Schnittbe-

rechnungen als auch Kontraktionen eingespart und die mittlere Kontraktions-
graphengrofie gesenkt werden. Die Ausprigung dieser Einsparungen ist stark
abhingig vom gewihlten Eingabegraphen und dem Algorithmusverlauf.

. Maximale Adjazenzordnungen kénnen im frithen Stadium des Algorithmus ein-

gesetzt werden, um Maximalflussberechnungen zu ersetzen.

. Aufgrund schwieriger Dosierbarkeit, kaum bzw. nicht vorhandenen Laufzeitvor-

teilen zu modernen Maximalflussalgorithmen und der nicht sichergestellten Ver-
wertbarkeit ihrer Ergebnisse, sind sie jedoch nur in speziellen Féllen erfolgsver-
sprechend.

. Die Anwendung Maximaler Adjazenzordnungen kann die durchschnittliche Gréfie

der Kontraktionsgraphen erhéhen.

. Wird der Einsatz Maximaler Adjazenzordnungen mit der Flusskomponentenzer-

legung kombinert, kann dies die Zahl eingesparter Schnittberechnungen steigern.

. Die durch beide Neuerungen erzielbaren wirklichen Laufzeitvorteile gegeniiber

dem klassischen Gomory-Hu-Algorithmus sind &ufserst abhingig von der mittle-
ren Leistung des eingesetzten Maximalflussalgorithmus und konnten in Experi-
menten nur fiir wenige, ausgewahlte Graphklassen gezeigt werden.

. Als vorteilhaft zeigten sich Graphen mit hohem Durchmesser und Kreisen. Thre

Kantengewichtung sollte wenig variieren, jedoch nicht uniform sein.

. Der Gomory-Hu-Algorithmus ist besonders dann im Vorteil, falls der entstehende

Gomory-Hu-Baum einen geringen Durchmesser annimmt.

llmenau, den 07. September 2007
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